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Abstrakt: Prispévek se vénuje problému testovani hypotéz o parametru v
rodinach stochastickych procest, které lze popsat hustotou exponencialniho
typu vzhledem k néjaké referencéni mire. Zaméfime se na testové statistiky
odvozené z informac¢nich vzdalenosti nazgyvanych Rényiho. Cilem ptispévku
je predevsim ilustrovat problematiku na ptikladech zndmgych procesi.

1 Definice a motivace

Klasické vysledky o exponencialnich rodinach pravdépodobnostnich rozdéleni
miizeme nalézt v fadé monografii, jmenujme napiiklad [1], [2]. Tyto knihy
se vénuji standardnimu statistickému parametrickému modelu s nezavislymi
pozorovanimi pochézejicimi z rozdéleni tzv. exponencialniho typu. Pozname-
nejme, ze mezi tato rozdéleni patii napfiklad normalni, lognormalni, gamma,
beta, Weibullovo ¢i Maxwellovo, z diskrétnich pak jmenujme Poissonovo,
negativné binomické ¢ multinomické. Podle definice: rodina {Py : 6 € O}
pravdépodobnostnich rozdéleni na {X, A} liicich se v parametru 6 z néjaké
oteviené © C R* se nazjva exponencidlni rodina, jestlize existuje o-koneéna,
mira g, vuci niz je kazda Py absolutné spojitda s hustotou fy = dd—ie majici
tvar
fo.t(x) = exp{0*T(z) — C(H)} Vo € X.

Prirozenym rozsirenim takového modelu jsou exponencialni rodiny sto-
chastickych procest majicich nezavislé staciondrni pfirustky. Stochasticky
proces (X; : t € RT) s nezavislymi a stacionarnimi p¥irtistky, jehoz trajekto-
rie jsou zprava spojité a maji koneéné limity zleva (dale jen cadlag trajekto-
rie), nazyvame Lévyho proces. Lévyho procesy jsou ze statistického pohledu
dtkladné studovany v knize [4]. Sami autofi v souvislosti s Lévyho procesy
hovoiio prirozenych exponencidlnich rodindch procesi, nazyvejme je v dalsim
tedy také tak.

Definice 1.1 Bud © C R* oteviend. Rodina pravdépodobnostich mér na
kanonickém filtrovaném prostoru (X, A, (Fi)i>o0) (tzn. X je mnoZina cadlag
funkcei p : RT —R) se nazgvd pFirozens exponencidlni rodina procest, jestliZe
existuje o-koneénd mira p na {X, A} takovd, Ze pro kazdé 0 € ©
Pylr, < plr VE>0
Pyt

d P .
q Md pri oznacent Por=PFolF, v = plr tvar

a hustota fo =

fo.t(X¢) = exp{0TT(X;) — tr(0)} vt >0, (1)
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kde X; € Xt = X |7, 2nact trajektorii do casu t, na rozdil od X; oznacugictho
hodnotu trajektorie piimo v case t. T = (T4, ..., Ty) jsou zobrazeni z R do R.

7 nésledujicich prikladt uvidime, Ze typ exponencialni rodiny procest
urcuje pfedevsim funkce « z (1). Vzhledem k tomu, Ze

x(0) = % InEgexp{0TT(X;)}, (2)

kde Eg symbolizuje stiedni hodnotu vzhledem k mife Py, budeme tuto funkci
Kk nazyvat kumulantovd funkce.

Typickym piikladem pfirozené exponencialni rodiny je jednak rodina Wi-
enerovych procesu s driftem 6 € R, zastupujici procesy se spojitymi trajekto-
riemi, a jednak rodina Poissonovych procesi s intenzitou A > 0, ktera zastu-
puje skokové procesy. Prvni jmenovanou rodinu zkonstruujeme nésledovné.
Uvazujme jako referen¢ni miru p rozdéleni obycejného Wienerova procesu
(Wi)i>0 a definujme rodinu {Py : # € R} pomoci hustot (1), kde za kumu-
lantovou funkci uvazujeme k(0) = % a T(X;) = X;. Pomoci Laplaceovy
transformace lze ukazat, Ze potom pro kazdé 8 € R je Py rozdélni procesu
X =0t + Wy, t > 0. Referenéni mira je tedy piimo Py.

Podobné mtizeme postupovat u rodiny Poissonovych procesi. Uvazujme
nejprve zménu parametru A\, odpovidajiciho intenzité, na parametr 6 = In \
probihajici vSechna realna cisla. Jako referen¢ni zvolime rozdéleni Poissonova
procesu s intenzitou A = 1. Opét definujeme rodinu {FPy : § € R} pomoci
hustot (1), kde tentokrat za kumulantovou funkci zvolime () = e? — 1,
T(X:) = X;. Lze ukazat, ze potom pro kazdé 6 € R je Py rozdélni Poissonova
procesu s intenzitou A = e’.

Majice data pochézejici z prirozené exponencialni rodiny procestt do né-
jakého casu t > 0, mizeme testovat hypotézy o parametru 6. Klasickym
nastrojem je maximélné vérohodny odhad parametru 6 odvozeny v [4]. Ci-
tujme zde strucné tento dilezity vysledek:

Méjme prirozenou exponencialni rodinu dle definice 1.1. Je-li domk C R
oteviend, pak maximdiné vérohodny odhad (MLE) 6, parametru 0 zaloZeny

. . . . . / . . Ao oo —1(T(Xy) P
na pozorovdni do casu t existuje a je ddn predpisem 0 = k =) prdve
tehdy, kdyz w € int(co(suppT(Xy))). Zde k=1 znaci inverzi k derivaci
kumulantove funkce. Navic pak pri Py

0250 sj & Vi0—6) = N, (k6) ) v distribuci (3)
L(00)

supgee L+(0)
ché hypotézy H : 6 = 0y md ndsledujict asymptotické rozdéleni pri Py,

a testovd statistika podilem vérohodnosti Q; = pro test jednodu-

—2InQ, =%} v distribuci, (4)

kde x% znaci ndhodnou velicinu s x* rozdélenim s k stupni volnosti a L(0) =
exp{0TT(X;) — tr(0)} je vérohodnostni funkce.
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L:(6;) @ bro test

Pro statistiku zobecnénym podilem vérohodnosti Qf = Pece L0
6co

t—o0

slozené hypotézy H : h(0) = 0 plati —2InQ; "— x3_, v distribuci, pri Py,
pro vechna 0 : h(0) = 0. Zde 0} je ziZeny maximdlné vérohodny odhad, ma-
zimalizujici Ly(0) pies mnoZinu {6 : h(0) = 0} a funkce h : R¥ — R™, pro
néjaké 1 < m < k, je dvakrat diferencovatelnd a h md plnou hodnost.

Obecnéjsi pristup k problému testovani hypotéz zvolili autoii ¢lankt [5],
[6]. K testovani pouzili statistiky odvozené z rtznych informaénich vzdale-
nosti. Jako nejzajimavéjsi se ukézaly tzv. Rényiho vzdalenosti. Pro rodinu
{Py : 0 € O} pravdépodobnostich rozdéleni procesi s dominujici mirou g
a pro konstantu a € R\ {0,1} je Rényiho vzddalenost D, mezi rozdélenimi
Py, + a Py, + do casu t dand vztahem

1 Py, \* (dPoys ' "
D, 1 1, 0, .
(01, 00) ala—1) n/au( dyuy ) ( dpi ) dlu ®)

Rényiho vzdélenost pro a = 1 je specialni pfipad nazyvany Kullbackova vzdd-
lenost:

dPp, + . dPp, ¢/dus
K (61,609 ZDL 01,00 :/ L In L
! ) Y ) x, Ape  dPyg/dp
a pro a = 0 jde o inversni Kullbackovu vzdalenost Do (61, 00) = K¢(6o,61)-
Clanek [6] se vénuje uziti Rényiho vzdalenosti pro statistiku pravé piiro-
zenych exponencidlnich rodin procest, viz definice 1.1. Ukézalo se totiz, ze
Rényiho vzdélenosti D, maji v téchto modelech jednoduchy tvar, plati

Dii(61,60) = t(i(61) (61 — 60) + K(60) — (1))
t

Daslbroo) = (5(02) = an(61) = (1 - a)n(80)),
kde 0, = aby + (1 — a)fy. Vztahy snadno ovéfime dosazenim (1) do pfedpistt
pro D, ;. Pro testovani jednoduché hypotézy H : 6 = 6y lze uzit testovou
statistiku 2D, +(0;,6p) odvozenou z Rényiho vzdalenosti mezi rozdélenimi s
hypotetickym parametrem 6y a maximalné vérohodnym odhadem 6, parame-
tru z pozorovani do ¢asu t. Véta 2 v [6] pak Fikd, Ze v pfirozenych exponen-
cidlnich modelech méa pro kazdé a € R tato testova statistika asymptoticky
x? rozdéleni s k stupni volnosti, tedy pti Py,

2Da,t(étv 0o) = Xi v distribuci. (6)

Poznamenejme, ze testova statistika 2D1,t(ét, o) odvozena od Kullbackovy
vzdalenosti odpovida statistice —21In Q; odvozené z podilu vérohodnosti, viz
(4). Zminme také, ze vysledek (6) lze opét zobecnit - uzitim zizeného ma-
ximéalné vérohodného odhadu - také pro slozenou hypotézu H : h(f) = 0. Pak

Tor =2Dqa4(6:,67) =5 X2, v distribuci, pii Py, V0 : h(6) =0, (7)
kde h a 07 jsou jak v pfedchozim. Lze nalézt v [7].
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Vyznam pouziti Rényiho statistik je mimo jiné v tom, Ze muizeme na
zakladé néjaké optimalizace vychézejici z vypoctu piesné sily a hladiny testi
pro jednotlivé tady a vybrat statistiku pro dany model nejvhodnéjsi.

Uéelem tohoto piispévku je jednak pfiblizit pouziti Rényiho statistik na
konkrétnim piikladé pfirozené exponencidlni rodiny procesi (sekce 2) a jed-
nak pokusit se rozsitit tuto metodu testovani na Sirsi tfidu exponencidlnich
rodin procesi, zahrnujici mnohem vice nez jen Lévyho procesy (sekce 3).

2 Prirozené exponencialni modely

V této casti se soustfedime na konkrétni priklad pfirozené exponencialni ro-
diny. Uvazujme dvourozmérny nédhodny proces (X¢,Y;) se spojitym Casem,
kde X; = exp((t+ W}) je geometricky Browntiv pohyb a Y; na ném nezdvisly
Poissontiv proces s intenzitou A=e". Jak vypad4 hustota rodiny Poissonovych
procesti jsme jiz zminili diive a tvar hustoty rodiny geometrického Brownova
pohybu vyplyva z faktu, ze proces X; je Itoovuv diffusni proces, konkrétné
feSeni rovnice dX; = (¢ + %)Xtdt + X dWy, Xo = 1, a pro takové je tvar
hustoty znam, viz [3]. Tedy

<2
s =s{cy o3 it )

je hustota rozdéleni procesu (Xf ,Y,") vzhledem k referen¢ni mite Py 1 X Qo t,
coz je rozdéleni procesu (X7, Y,?). Testovat bychom chtéli hypotézu, ze drift
¢ je roven intenzité A\, tj. H : ( — e =0.

Ze zminénych vysledkd pro prirozené rodiny vyplyva, ze odhad metodou
maximéalni vérohodnosti ma byt ve tvaru

(G) = (2 ().

Jde ovSem pouze o tzv. asymptoticky maximalné vérohodny odhad, nebot
podle klasické teorie o exponencidlnich rodindch MLE parametru v Pois-
sonové procesu neexistuje z davodu, ze @, (Y; = 0) > 0. Nicméné tato
pravdépodobnost jde do 0, kdyz ¢ — co.

Rényiho statistika fadu a ma tvar

Tuy = t(e" — G)? + ooty |exp(nf + a(iie —117)) — ae™ — (1 — a)e”:}
pro a # 1,0, kde n; = argmax{¢In(X;) + nY; — 75(%z +eh—1) : (=e"},a
Tiy = t(e" — G)* + 2t[e™ ( — 17 — 1) + € ).

Z vysledki élanku [7] shrnutych v (7) plyne, ze asymptotické rozdéleni téchto

statistik je x3.
Majice data do néjakého casu t z této rodiny, uvazujme test hypotézy H s
asymptotickou hladinou ag. Pro rozhodnuti o platnosti hypotézy pak pouzi-

jeme tu testovou statistiku 717 ¢, pro niz srovnani piesnych hladin testu o =
a(ap, 0o,a) = Ppy +(Tut > x3(1 — ap)) a piesnych sil testu 3 = B(ay,b1,a) =
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Py, +(Tut > x3(1—ap)) vyjde lépe v nasledujicim smyslu. Nejprve zvolime ko-
ne¢nou mnozinu A v8ech fadu, pro néz chci toto srovnani provést. Vhodnym
zpusobem také zvolime kone¢nou mnozinu parametri 6y zastupujicich hypo-
tézu a mnozinu parametru 6; zastupujicich alternativu. Pokud nelze pfimo
vypocitat a a 8 pro tyto hodnoty, 1ze pouzit simulaci. V tomto ptripadé bylo
pouzito 5 hodnot parametru z hypotézy, v okoli kazdé 8 hodnot z alternativy,
a pro kazdé 6 = (¢,n) z této mnoziny bylo nasimulovéano 10* realizaci n.v.
Zso ~ N(0,50) an.v. Y50 ~ Po(50e"), z nichz se uréila hladina «, respektive
sila 3, pro t = 50. Metodou ’relative inefficiency’, ktera je popsana v [5], vysla
porovnanim téchto hodnot jako nejlepsi Rényiho statistika fadu a = 0.5.

3 Zaktivené exponencialni modely

Definice 3.1 Bud © C R* oteviend. Rodina pravdépodobnostich mér na
kanonickém filtrovaném prostoru (%, A, (Fi)i>0) se nazyjvd obecnd exponen-

cialni rodina procest, jestliZe hustota fo = Z};z’z md (pri stejném znaceni
jako v definici 1.1) tvar:
fo.r = exp{0T A; — K(0)S;} vt > 0, (8)

kde k : ©® — R je néjakd funkce pouze parametru, A; = (A,El), ...,Agk)) jsou
Fi-adaptované stochastické procesy s cadlag trajektoriemi a Sy je neklesajict
stochasticky proces takovy, Ze So=0 a tlim St =400 s.5.(Py) V0 € O.

—00

Rodiny procest z definice 3.1 jsou specidlnim piipadem tzv. zakiivenych
exponencidlnich rodin. Je-li vsak S; nendhodné, dostavame se zpét k priroze-
nym rodindm procesd. Proto budeme-li chtit zdiraznit, Ze jde o rodinu takto
nedegenerovanou, tedy ze S; je ndhodné, budeme hovorit o rodiné zakrivené.

A¢ na prvni pohled by se mohl zdat rozdil mezi definicemi 1.1 a 3.1 maly,
o opaku svédéi jednak mnozstvi procest, které nam druhou definici pfibyly,
a jednak fada novych problémt, které je nyni potieba resit.

Mezi obecné exponencialni rodiny procest patfi naptiklad vSechny Itdovy
diffusni procesy, jestlize pfislusna stochasticka diferencialni rovnice

dX? = a;(X{)dt + 0by(X{)dt + co(X))dW,

mé pro danou pocateéni podminku jediné (silné) Feseni (X? : ¢ > 0) pro
kazdé 6 € O. Odvozeni pfesného tvaru exponencidlni hustoty pro Itdovy
diffusni procesy muze ¢tenaf nalézt v [3].

Priklad 3.2 Ornstein-Uhlenbeckiv proces je fesenim rovnice

dX; = 0Xdt + dW;.
Uvazujeme-li pocdtecni podminku Xo=0, potom explicitni vyjadrent procesu
Je Xy = f(f ?C=9)dW,. Jde o exponencidlni rodinu danou souborem hustot:

dPy , 2 ¢
Wﬁ:t = exp{g(Xf —t) = %fo X2ds}

pro kazdé t > 0, kde Py je rozdélenit Wienerova procesu.
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Dalsi velikou skupinou procesti, které jsou pokryty definici 3.1, jsou ¢itaci
(skokové) procesy. Tim minime zprava spojity proces Ny, ktery nabyva celych
Cisel a jehoz na Case zavisld intenzita \; mé tvar Ay = AH;, kde H; je do ¢asu
t adaptovany positivni proces s konec¢nou stfedni hodnotou pro kazdé ¢ > 0.
Intenzitou myslime intenzitu ve smyslu Markovského procesu se stavy v Z,
ktery se v jednom kroku mtize zménit pouze o jedni¢ku. Oznacime-li = In A,
rodina procesu V; je zadané hustotou

s = exp{B(Ny — No) — (¢ ~ 1) Jy Huds),

kde P, je rozdéleni daného citaciho procesu s parametrem 0, tj. s intenzi-
tou A = 1. Specidlnim degenerovanym pripadem je jisté Poissontv proces s
H; = 1. Dalsim specidlnim ptripadem, tentokrat jiz zakfivené exponencialni
rodiny, je jednoduchy proces zrodu, kde H; = N;_. Budeme se timto procesem
zabyvat detailné pozdéji.

Vratme se nyni k tomu, o které vlastnosti z pfirozenych exponenciilnich
rodin jsme prisli a které nam zustaly zachovany. Uvédomme si nejprve, ze
mnoho vlastnosti v pfirozenych rodinach plynulo z faktu, ze kumulantovou
funkci bylo mozné vyjad¥it vztahem (2), coz v zak¥fivenych rodindch mozné
neni. Jednim ze zpiisobi, jak s témito rodinami dale pracovat, je nahlédnout,
ze vhodnou ndhodnou ¢asovou transformaci lze obecnou exponencialni rodinu
prevést na prirozenou. Jen strucéné uvedme, Ze jde o transformaci definovanou
¢asem zastaveni 7, = inf{t : S; > u} a pokud definujeme filtraci (F;,)u>0
o-algeber do Casu zastaveni 7,, pak lze ukazat, ze

Wors — expl0T A, — w(60)u},

kde Py, = Py, . Pro vice detaili odkazme ctenaie do [4], kde je také
jako dusledek této transformace odvozen nasledujici vysledek pro maximéalné
vérohodny odhad parametru 6 v obecném exponencidlnim modelu. Citujme:

Véta 3.3 (Theorem 5.2.1-2 v [4]) Bud k v (8) takovd, Ze dom K je oteviend
podmnozina R*, a necht S; > 0 Yt > 0 Py-s.j V8 € O, kde © je oteviend. Pak

e MLE 6, zaloZeny na pozorovdni do casu t existuje a je ddn jednoznacné
vatahem 0; = i1 (‘g—f) pravé tehdy, kdyz g_f € int(co(supp A, )),
e =% ¢ s.j.(Py) pro vsechny 6 € ©,
o jestli existuje pro kaZdé 0 € © rostouct, kladnd nendhodnd funkce pg(t), Ze
Saf(tt) ooy Yy v pravdépodobnosti, pii Py,
a zZe Py(Yy > 0) > 0, kde Yy je néjakd n.v. s rozdélenim Fy, potom pFi Py
(VB0 -0), 25) ZI N, (60) ) x R & —2mQ TF g

v distribuci, za podminky {Yy > 0}, kde Qq je jako v (4).

Néjaky analogicky vysledek v obecnych exponencidlnich modelech vysled-
ktm (6) a (7) v pfirozenych modelech pro testovani pomoci Rényiho statistik
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zatim k disposici neni. Problém je v nalezeni vhodného tvaru Rényiho vzda-
lenosti (5), které pro obecny exponencialni model (8) maji mit tvar:

D1 4(601,60) = /36 (At(91 —00) — Si(k(01) — “(90)))0”391715 9)

a pro a 7é 1a0 : Da,t(olaeo) = (10)

ﬁ In [y exp{At (a91 +(1- a)Ho) — St (an(@l) +(1- a)n(@o)) }de.
Vénujme se ve zbytku tomuto problému v konkrétnim prikladé zaktivené
exponencialni rodiny, a to rodiny jednoduchych procesa zrodu.
Piiklad 3.4 Bud (X);>0 jednoduchy proces zrodu a necht Xo = 1. To zna-
mend, Ze X; € {1,2,...} znaéi velikost populace v éase t, jestliZe v dase 0
populace citala jediného jedince, ktery ma ddt po exponencidlnim case se
stredni hodnotou 1/\ Zivot novému jedinci. PricemZ kazdy jedinec této po-
pulace se bude chovat stejné a jejich chovdni bude navzdjem nezdvislé. Pri
parametrizaci @ = In A € R je rodina jednoduchych procesi zrodu zakrivenou
exponencidlni rodinou s hustotami do casu t:

t
Jou = expff(X; — 1) — (¢! = 1) / X,ds}
0
vzhledem k referencni mive Py, rozdélent procesu zrodu s intenzitou A = 1.

Odvodme tvar Rényiho vzdalenosti specialné pro proces zrodu. Zafixujme
t > 0. Zacneme se snadnéjsi Kullbackovou vzdalenosti, ktera (dle (9)) mé tvar

D1.4(0,60) = (Eg X, —1)(0—0p) —Eqg fg Xds (e? —e%). Vidime, Ze staci znat
Ey X Vt > 0, tedy stfedni pocet jedincu v ¢ase t v populaci s intenzitou zrodu
A = . Lze odvodit, 7e EgX; = exp{te’} a tedy

D4 ,.(0,6p) = (exp{te’} — 1)(e” % 46 — 6y — 1). (11)

Rényiho vzdalenost pro a # 1,0 ma podle (10) mit tvar Dy (6, 00) =

ﬁ InEq01(1-a)00 exp{— fot X,ds (aee + (1 —a)el — ea9+(1_a)90) }
Oznacime-li si

v =v(a,0,60p) =ae’ + (1 — a)e — cat+(1-a)o

potom potrebujeme znat Ey, exp{—y f(f Xsds}, kde 0, = af + (1 — a)by. Lze
odvodit, ze tato stfedni hodnota je konecna pro vSechna ¢ > 0 pravé tehdy,
kdyz v > 0, a potom

t 6
e’ +v
Eg, exp{ - | X.ds} = .
2y 1//0 ’ €% + vexp{t(efs +v)}

Vzhledem k tomu, 7e v > 0 pravé tehdy, kdyz a € [0,1], ma dale smysl
zabyvat se pouze Rényiho vzdélenostmi pro a € [0, 1]. Pro a € (0,1) pak:

1 exp{t(ae’ + (1 —a)e™)} — 1) (12)
a(l —a) ae? + (1 — a)eb '

Da1(0,00) = ln(l +v(a,0,00)
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Lemma 3.5 Rényiho statistiky T, = 2Dq (0:,00) odvozené z (11) a (12)
magi pro kaZdé a € [0,1] Fisher-Snedecorovo F(1,2) rozdélend, tj. vzhledem k
rozdéleni Py, procesu zrodu

T =5 F(1,2) v distribuci.
Dukaz. Metodou Taylorova rozvoje pro funkci f(0):= D, (6, 00) v bodé 6
zjistime, Ze Dq4(0,00) = 3a+(0)(0 — 60)?, kde 1, 4(-) jsou spojité funkce
takové, Ze 1, ¢(0p) = exp{te?} — 1 pro kazdé a € [0,1],¢ > 0. A vzhledem k
tomu, Ze proces S; = fg X,ds , kde X, je proces zrodu s intenzitou \ = e,
se pfi t — oo chova nasledovné (lze zjistit z Laplaceovy transformace):

Ae= S, = e exp{—te?} Sy =X % sj.(Pp),

t—o0

pouzitim véty 3.3 obdrzime: 2D, +(6;,6p) ‘== F(1,2) v distribuci p¥i Py,. O

Zavérem tedy miuzeme Fict, ze Rényiho statistiky, pokud je umime spoci-
tat, ptijdou alesponi pro hodnoty fadu a z intervalu [0, 1] pouzit i v zakf¥ive-
nych exponencidlnich modelech pro testy hypotéz, s toutéz vyhodou jako v
prirozenych exponencialnich modelech.
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