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1 Proµc f-divergence a co to je

Pµredpokládejme, µze se mµeµrí urµcitá fyzikální veliµcina p = p(t) promµenná v µcase (nebo na

urµcité trase) t 2 T . Budeme pµredpokládat p(t) � 0, t. j. µze mµeµrené hodnoty jsou nezáporné
a jejich promµeny spojité v závislosti na t. Bez újmy na obecnosti m°uµzeme poloµzit t = [0; 1]

a pµredpokládat, µze veliµcina není triviální nula a mµeµrítko je nastavené tak, abyZ 1

0

p(t) dt = 1: (1.1)

Chování veliµciny tudíµz zadává spojitou pravdµepodobnostní distribuci na intervalu [0; 1].

Spojitá funkce p(t) : [0; 1]! [0;1) je v�ak jen ideální matematická pµredstava o mµeµrení.
Ve skuteµcnosti se zaznamenávají pr°umµerné (pµredpokládejme, µze nenulové) hodnoty

pi =

Z ti

ti�1

p(t) dt; 1 � i � n (1.2)

na intervalech (ti�1; ti) odpovídajících urµcitému dµelení

0 = t0 < t1 < � � � < tn�1 < tn = 1 (1.3)

celého pozorovacího intervalu [0; 1]. Skuteµcným záznamem mµeµrení je tudíµz vektor

P = (p1; : : : ; pn); pi > 0;
nX
i=1

pi = 1 (1.4)

který pµredstavuje diskrétní pravdµepodobnostní distribuci. Z tohoto d°uvodu existuje úzký

vztah mezi divergencí (mírou neshody) D(p; q) dvou promµenných veliµcin

p = p(t); q = q(t); 0 � t � 1 (1.5)

a divergencí D(P;Q) jim odpovídajících diskrétních distribucí

P = (p1; : : : ; pn); Q = (q1; : : : ; qn) (1.6)
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získaných kvantováním (1.2). V dal�ím se napµred zamµeµríme na vlastnosti, které musí mít

divergence diskrétních pravdµepodobnostních distribucí D(P;Q) a z nich pak odvodíme

odpovídající vlastnosti divergence spojitých pravdµepodobnostních distribucí D(p; q).

Rozumné je poµzadovat divergenci v jednoduchém souµctovém tvaru

D(P;Q) =

nX
i=1

�(pi; qi); (1.7)

kde � je spojitá funkce na µctverci (0; 1)
 (0; 1). Vlastnosti této funkce ponµekud osvµetlíme
tím, µze budeme uvaµzovat hrub�í kvantování pr°ubµehu mµeµrených veliµcin, kdy místo odd-

µelených interval°u (tk�1; tk); (tk; tk+1) pouµzijeme jen jeden interval (tk�1; tk+1). To zna-

mená, µze místo dvou záznam°u pk; pk+1 a qk; qk+1 o veliµcinách p; q budeme mít k dispozici

jen jejich spojení

~pk =

Z tk+1

tk�1

p(t) dt = pk + pk+1 a ~q = qk + ak+1:

V nových distribucích

~P = (p1; : : : ; pk�1; ~pk; pk+2; : : : ; pn) ;

~Q = (q1; : : : ; qk�1; ~qk; qk+2; : : : ; qn)

jsou p°uvodní rozdíly mezi záznamy pk; qk a pk+1; qk+1 o pr°ubµehu veliµcin p; q na intervalech

(tk�1; tk) a tk; tk+1 rozpu�tµeny v souhrnech pk + pk+1, qk + qk+1 záznam°u na sjednoceném

intervalu (tk�1; tk+1). Z toho d°uvodu musí divergence

D( ~P ; ~Q) =
X

i6=k; k+1

�(pi; qi) + �(~pk; ~qk)

být men�í nebo nejvý�e rovna p°uvodní divergenci D(P;Q).

Jinými slovy, funkce � musí splµnovat nerovnost

�(~pk; ~qk) � �(pk; qk) + �(pk+1; qk+1) (1.8)

pµredstavující základní teoretický princip v oblasti zpracování dat (viz data processing con-

dition na str. 1289 v práci Pardo a Vajdy [6] a odkazy tam na nµej uvedené). Tento princip

vyvozuje logický d°usledek �zhor�ení rozli�itelnosti �ze ztráty informace zapµríµcinµené do-

dateµcnou redukcí dat (hrub�ím kvantováním veliµcin). Rovnost se v neostré nerovnosti (1.8)

pµripustí tehdy, kdyµz oba vµerohodnostní pomµery

pk
qk

a
pk+1
qk+1
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pµred redukcí se shodují navzájem a tudíµz i s vµerohodnostním pomµerem

~pk
~qk
=
pk + pk+1
qk + qk+1

po redukci, t. j. kdyµz platí
pk + pk+1
qk + qk+1

=
pk
qk
=
pk+1
qk+1

: (1.9)

V tomto pµrípadµe se v matematické statistice pµríslu�ná redukce nazývá postaµcující a

dokazuje se o ní, µze nesniµzuje kvalitu rozhodování pµri pµrechodu od soubor°u dat P; Q

k soubor°um ~P ; ~Q.

V Teorému 1 zmínµené práce [6] bylo dokázáno, µze splµnuje-li míra divergence (1.7)

základní princip zpracování dat (1.8), potom tato míra má tvar

D(P;Q) = Df (P;Q) =
nX
i=1

qi f

�
pi
qi

�
(1.10)

pro nezápornou spojitou funkci f promµenné u > 0 danou vztahem

f(u) = �(u; 1) I(0 < u � 1) + u�(1; 1=u) I(u > 1); (1.11)

kde I(�) je indikátorová funkce. Po dosazení

�(p; q) = qf(p=q)

do nerovnosti (1.8) zjistíme, µze má platit

(qk + qk+1) f

�
pk + pk+1
qk + qk+1

�
� qkf

�
pk
qk

�
+ qk+1f

�
pk+1
qk+1

�
t. j.

f (�uk + (1� �)uk+1) � �f(uk) + (1� �) f(uk+1) (1.12)

pro parametr � = qk=(qk + qk+1) z intervalu (0; 1) a pro argumenty

ui =
pi
qi
; i 2 fk; k + 1g

z intervalu (0;1). Protoµze (1.12) se poµzaduje pro v�echna � 2 (0; 1) a uk; uk+1 > 0,

funkce f musí být konvexní na intervalu (0;1). Dále vidíme, µze pokud základní princip
zpracování dat zesílíme v tom smyslu, µze rovnost (1.8) má platit jen kdyµz je redukce

dat statisticky postaµcující ve smyslu (1.9), pak funkce f ze vztahu (1.10) musí být ryze

konvexní v celém oboru u > 0.
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De�nice 1.1. Nech ,t f : (0;1) 7! R je libovolná konvexní funkce s vlastností f(1) = 0.
Potom veliµcinu Df (P;Q) de�novanou výrazem (1.10) nazveme f -divergencí diskrétních

distribucí P; Q ze vztahu (1.6).

Poznámka 1.1. Vlastnost f(1) = 0 znamená, µze shoda P = Q má za následek nulovou

f -divergenci. Dále, je-li f : (0;1) 7! R konvexní funkce a

f 0+ = lim
h#0

f(u+ h)� f(u)
h

(1.13)

je její pravá derivace v bodµe u > 0, pak

~f(u) = f(u)� f(1)� f 0+(1) (u� 1)

je nezáporná konvexní funkce promµenné u > 0 (ryze konvexní v nµejakém bodµe právµe kdyµz

f(u) je ryze konvexní v tomto bodµe). Je-li f(1) podle pµredpokladu De�nice 1.1 nulové,

pak z této de�nice pro na�i funkci ~f plyne

D ~f (P;Q) =
nX
i=1

qif

�
pi
qi

�
;

t. j. shoda ~f -divergence s f -divergencí pro v�echna P; Q. Tato shoda umoµzµnuje roz�íµrení

de�nice (1.10) na v�echny konvexní funkce s vlastností f(1) = 0.

Poznámka 1.2. O distribucích P; Q se ve vztahu pµredpokládalo, µze jejich komponenty

pi; qi jsou kladné. Nµekdy je výhodné roz�íµrit De�nici 1.1 také na distribuce s libovolnými

komponentami pi; qi � 0. Za tím úµcelem uvaµzujeme funkce f � adjungované k funkcím f

z De�nice 1.1 ve smyslu

f �(u) � uf(1=u); u > 0; (1.14)

které jsou také konvexní na intervalu (0; 1) s vlastností f �(1) = 0. De�nici 1.1 roz�iµru-

jeme na f -divergence libovolných distribucí pravdµepodobnosti P = (p1; : : : ; pn), Q =

(q1; : : : ; qn) vztahem

Df (P;Q) =
X
i:pi�qi

qif

�
pi
qi

�
+
X
i:pi>qi

pif
�
�
qi
pi

�
; (1.15)

kde

f(0) = lim
u#0
f(u); f�(0) = lim

u#0
f �(u); f(0) + f �(0) � 0 (1.16)

4



a kde klademe 0f(0=0) = 0. Snadno se pµresvµedµcíme, µze pro distribuce P; Q s kladnými

komponentami pi; qi se vztah (1.15) zredukuje na (1.10).

Podle Teorému 6 v práci [8] platí pro v�echny konvexní funkce z De�nice 1.1 resp.

Poznámky 1.2

supDf (P;Q) = Df (p; q); (1.17)

kde supremum se bere pµres v�echny koneµcné rozklady (1.3) intervalu (0; 1) a kde pravá

strana je de�novaná vztahem

Df (p; q) =

Z 1

0

q(t) f

�
p(t)

q(t)

�
dt (1.18)

resp.

Df (p; q) =

Z
p�q
q(t) f

�
p(t)

q(t)

�
dt+

Z
p>q

p(t) f �
�
q(t)

p(t)

�
dt (1.19)

podle toho, zda p(t) = 0 má za následek q(t) = 0 µci nikoliv, pµriµcemµz f(0); f �(u) pro u � 0
jsou de�novány stejnµe jako v (1.14)�(1.16).

De�nice 1.2. Kaµzdá konvexní funkce f : (0;1) 7! R s vlastností f(1) = 0 de�nuje

f -divergenci Df (p; q) spojitých distribucí p; q vztahy (1.18), (1.19) a pµridruµzenými kon-

vencemi.

Poznámka 1.3. Z De�nice 1.2 a vztahu (1.17) vyplývá pro libovolné spojité distribuce

p; q uvaµzované v (1.5) a jim pµríslu�né diskrétní distribuce P; Q odpovídající rozklad°um

(1.3) následující nerovnost:

Df (P;Q) � Df (p; q): (1.20)

Podle Teorému 1 v [10], rovnost zde platí, kdyµz vµerohodností pomµery p(t)=q(t) splµnují pro

v�echna 1 � k � n podmínku

p(t)

q(t)
=
pk
qk
; t 2 (tk�1; tk): (1.21)

Je-li navíc f ryze konvexní na intervalu (0;1) a Df (p; q) < 1, pak podmínka (1.21) je
nejen postaµcující, ale i nutná pro dosaµzení rovnosti (1.20). Tato podmínka pµredstavuje

statistickou postaµcitelnost rozkladu (1.3) pro spojité distribuce p; q, t. j. statistickou po-

staµcitelnost pµríslu�ných kvantovaných distribucí (veliµcin) P; Q.
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2 Základní vlastnosti f-divergencí

Nech ,t f : (0;1) 7! R je konvexní funkce s f(1) = 0. Dá se ukázat (viz [9]), µze je-li

f(u) ryze konvexní v nµekterém bodµe u > 0, pak platí f(0) + f �(0) > 0. Ve zbýva-

jící µcásti práce budeme pµredpokládat, µze f je ryze konvexní v bodµe 1. Tato lokalizace

ryzí konvexnosti umoµzµnuje z nulovosti f -divergence vyvodit shodu pµríslu�ných distribucí.

V dal�ím se omezujeme na vlastnosti f -divergencí Df (p; q) z De�nice 1.2, které pµríslu�í

spojitým distribucím (1.5). Divergence Df (P;Q) diskrétních distribucí pµríslu�ných rozkla-

d°um (1.3) chápeme jako numerické aproximace teoretických hodnot Df (p; q), pro které

si µctenáµr snadno m°uµze modi�kovat v�echny níµze uvedené vlastnosti. Pokud jde o d°ukazy

tµechto vlastností, m°uµzeme se odkázat na publikace [2,3] nebo [9,10], resp. v diskrétním

pµrípadµe na Reada a Cressieho [7].

Vlastnost 2.1 (Obor hodnot). Pro konstanty f(0); f �(0) ze vztahu (1.16) platí

0 � Df (p; q) � f(0) + f �(0); (2.1)

kde levá rovnost nastane právµe kdyµz p = q a pravá nastane kdyµz p(t) = 0 () q(t) 6= 0
(ortogonalita, symbolicky p?q). Je-li navíc f(0) + f �(0) < 1, pak pravá rovnost platí
právµe kdyµz p?q.

Z hlediska f -divergence je tedy nejmen�í pravdµepodobností distribucí jejich shoda a

nejvy��í jejich ortogonalita.

Poznámka 2.1. Pµri shodných distribucích (shodných veliµcinách p; q) neodli�íme hy-

potézu H : p od alternativy A : q na základµe µzádných pozorování. V pµrípadµe ortogonality
p?q toto rozli�ení nastane s pravdµepodobností 1 na základµe pozorování veliµciny v jediném
bodµe 0 < t < 1 (kdyµz p(t) > 0, pak s pravdµepodobností 1 platí H, zatímco v pµrípadµe
q(t) > 0 s touto pravdµepodobností platí A). Je-li f(0) =1 (resp. f �(0) =1), pak podle
(1.19) máme maximální f -divergenci Df (p; q) = 1 i bez ortogonality, totiµz v pµrípadµe

p(t) = 0, q(t) > 0 (resp. p(t) > 0, q(t) = 0) pro v�echna t z nµekterého neprázdného inter-

valu (a; b) � (0; 1). V takovém pµrípadµe na základµe jediného pozorování veliµciny odli�íme

H od A s kladnou pravdµepodobnostíZ b

a

q(t) dt

�
resp.

Z b

a

p(t) dt

�
;

která ov�em nemusí být 1.
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Vlastnost 2.2 (Symetrie). Pro funkci f � adjungovanou k f ve smyslu (1.14) platí

Df (p; q) = Df�(q; p): (2.2)

Je zµrejmé, µze rovnost (2.2) ve Vlatnosti 2.2 nastane i tehdy, kdyµz f �(u) nahradíme

funkcí
~f(u) = f �(u) + const.(u� 1):

Poznámka 2.2. NezápornostDf (p; q) � 0 z Vlastnosti 2.1 s rovnostíDf (p; q) = 0 právµe

kdyµz p = q znamená re�exivnost f -divergence na prostoru P uvaµzovaných spojitých veliµcin
p = p(t) splµnujících (1.1). Z Vlastnosti 2.2 vyplývá symetrie f -divergencí, jejichµz f jsou

samoadjungovaná v roz�íµreném smyslu

f(u)� f �(u) = const.(u� 1); u > 0: (2.3)

Mocniny symetrických f -divergencí Df (p; q) kladného µrádu � > 0 jsou tedy metrikami na

prostoru P, pokud pro v�echna p; ~p 2 P platí trojuhelníková nerovnost

Df (p; q)
� � Df (p; ~p)

� +Df (~p; q)
� : (2.4)

Nutnou podmínkou pro tuto nerovnost je omezenost f -divergencí: f(0) + f �(0) < 1. V
opaµcném pµrípadµe totiµz lze najít p; ~p; q 2 P pro která

Df (p; q) =1; Df (p; ~p) <1; Df (~p; q) <1;

coµz protiµreµcí nerovnosti(2.4).

Poznámka 2.3. Podmínka omezenosti f -divergencí f(0)+f �(0)<1 je splnµena právµe

tehdy, kdyµz je funkce f(u)=(1+u) omezená na (0;1).

3 Proµc robustní f-divergence a které to jsou

De�nice 3.1. µRekneme, µze f -divergence Df (p; q) je robustní vzhledem k nepµresnému

urµcení distribucí (veliµcin) p; q, kdyµz existuje konstanta C > 0 pro kterou v�echna p; q; ~p; ~q

z prostoru P zavedeného v Poznámce 2.2 poskytují Fréchetovy derivace

lim
"#0

Df ((1� ") p+ "~p; (1� ") q + "~q)�Df (p; q)

"
(3.1)

v absolutní hodnotµe men�í neµz C.

7



Vlastnost 3.1 (Robustnost). Je-li f(0) + f �(0) < 1, pak je pµríslu�ná f -divergence
Df (p; q) robustní vzhledem k nepµresnému urµcení p; q ve smyslu De�nice 3.1.

D°ukaz. Podle Teorému 9.27 v práci [9] je výrazDf (p; q) konvexní v promµenných (p; q) 2
P 
 P. Tudíµz

Df (91� ") p+ "~p; (1� ") q + "~q) � (1� ")Df (p; q) + "Df (~p; ~q):

Odsud plyne, µze podmínka De�nice 3.1 platí pro

C = 2 (f(0) + f �(0)) :

V následující Tabulce 3.1 uvádíme nµekteré pµríklady f -divergencí. Kv°uli úspoµre místa

za integrály chybí symbol dt.

Nµekteré metrické a robustní divergence z této tabulky patµrí do tµrídy funkcí

f�(u) =
2

�� 1

"�
u� + 1

2

�1=�
� u+ 1

2

#
(3.2)

s parametrem � 2 R, kde pµri � = 1, � = 0 se uvaµzují pµríslu�né limity

f1(u) = u log
2u

u+ 1
+ log

2

u+ 1
; log = loge (3.3)

f0(u) =
�p
u� 1

�2
(3.4)

a kde platí

f�1(u) =
(u� 1)2
u+ 1

: (3.5)

Zµrejmµe

Df0(p; q) = H
2(p; q) a Df�1(p; q) = L

2(p; q) (3.6)

je Hellingerova a LeCamova divergence z Tabulky 3.1 a

Df1(p; q) = I(p; (p+ q)=2) + I(q; (p+ q)=2) (3.7)

je metrická (s parametrem � = 1=2) a robustní divergence, jejíµz jednotlivé komponenty

I(p; q) a I(q; p) byly také uvedeny v Tabulce 3.1.
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f(u) f �(u) Formule f(0) + f �(0) Metrika, � Robustnost
Jméno

ju� 1j ju� 1 V (p; q) =
R
jp� qj 2 ano, 1 ano

Totální variace

u log u � log u I(p; q) =
R
p log

p

q
1 ne ne

Kullback

� log u u log u I(q; p) - viz vý�e 1 ne ne

Obrácený Kullback

u log
2u

u+ 1
log

2

u+ 1
I(p; (p+ q)=2) log 2 ne ano

log
2

u+ 1
u log

2z

u+ 1
I(q; (p+ q)=2) log 2 ne ano

(u� 1)2 (u� 1)2
u

�2(p; q) =
R (p� q)2

q
1 ne ne

Pearson
(u� 1)2
u

(u� 1)2 �2(q; p) - viz vý�e 1 ne ne

Neyman
(u� 1)2
u+ 1

(u� 1)2
u+ 1

L2(p; q) =
R (p� q)2

p+ q
2 ano, 1=2 ano

LeCam

(
p
u� 1)2 (

p
u� 1)2 H2(p; q) =

R �p
p�pq

�2
2 ano, 1=2 ano

Hellinger

Tabulka 3.1.

Tµrída konvexních funkcí 2f�(u) ze vztah°u (3.5)�(3.7) je z práce K°us a spol. [4] a

podtµrídu
�f�(u)

2(��1)=2

s parametry � > 0 zavedli jiµz pµredtím Österreicher a Vajda [5].

V následujících pµríkladech ilustrujeme rozdíl mezi nerobustními a robustními f -divergencemi.

Pµríklad 3.1. Máme-li dvµe shodné pravdµepodobnostní hustoty nebo veliµciny

p(t) = q(t) = 2I(1=4 < t < 3=4) (3.8)
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potom podle de�nice Kullbackovy divergence s f(t) = t log t

I(p; q) =

Z 3=4

1=2

2 log
2

2
dt = 0 (viz (1.19)): (3.9)

Tento výsledek souhlasí s Vlastností 2.1, podle které v�echny f -divergence detekují úplnou

shodu p; q tím, µze dosahují minimální moµznou hodnotu

Df (p; q) = 0: (3.10)

Nyní uvaµzujme pro malé hodnoty 0 < � < 1=4 hustoty (veliµciny)

~p(t) = p(t� �); ~q(t) = p(t+ �): (3.11)

(i) Jsou-li p = q pravdµepodobností hustoty náhodné veliµciny X, pak ~p; ~q jsou hustoty ná-

hodných veliµcin X� � odpovídajících nepµrímému pozorování veliµciny X, které je zatíµzené
systematickou aditivní chybou ��. Pravdµepodobnosti pµrímého a nepµrímého pozorování
1 � " a " pak povedou ke dvµema r°uzným náhodným veliµcinám X" a Y" s hodnotami

pravdµepodobnosti

p"(t) = (1� ") p(t) + "~p(t)

= 2 [(1� ") I(1=4 < t � 1=4 + �) + I(1=4 + � < t � 3=4) + "I(3=4 < t < 3=4 + �)]

resp.

q"(t) = (1� ") q(t) + "~q(t)

= 2 [" I(1=4� � < t � 1=4) + I(1=4 < t � 3=4� �) + (1� ") I(3=4� �; 3=4)] :

(ii) Jsou-li naproti tom p = q dvµe shodné veliµciny pozorované v µcase (na trase) 0 < t < 1,

pak vzájemnµe r°uzné veliµciny ~p; ~q ze vztahu (3.11) odpovídjí nepµresné synchronizaci mµeµrení

posunutého v µcase (na trase) o konstantu ��. Veliµciny p"(t); q"(t) z pµredchozích dvou
formulí pak budou pr°umµery z mµeµrení u kterých tato porucha synchronizace nastala s

µcetností 0 < " < 1.

Nyní se budeme zajímat o Kullbackovu divergenci I(p"; q") hustot resp. veliµcin, ke

kterým jsme zde dospµeli. Podle (1.19) platí

I(p"; q") =

Z
(0;3=4��)[(3=4+�;1)

q"f

�
p"
q"

�
dt+

Z
(3=4��;3=4+�)

p"f
�
�
q"
p"

�
dt (3.12)

kde f �(t) = � log t podle Tabulky 3.1. Protoµze v�ak na sjednocení interval°u (0; 1=4� �][
(3=4 + �; 1) platí p" = q" = 0 a na intervalu (1=4 + �; 3=4 � �) je p" + q" = 1 , staµcí v
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(3.12) integrovat na intervalech (1=4� �; 1=4+ �) a (3=4� �; 3=4+ �). Proto po dosazení
z de�nice p" a q" dostaneme

I(p"; q") =

Z 1=4

14��
2" f(0) dt+

Z 1=4+�

1=4

2f

�
1� "
1

�
dt

+

Z 3=4

3=4��
2f �

�
1� "
1

�
dt+

Z 3=4+�

3=4

2" f �(0) dt

= 2� [" � 0 + f(1� ") + f �(1� ") + " � 1]

= 2�"

�
log

1

1� " +1
�
=1

nezávisle na hodnotµe chyby 0 < � < 1=4 a pravdµepodobnosti 0 < " < 1. Proto také

Fréchetova derivace (3.1) je pro Kullbackovu divergenci nekoneµcná, t. j.

lim
"#0

I(p"; q")� I(p; q)
"

=1: (3.13)

Tento výsledek znamená, µze tato divergence je hodnµe nerobustní vzhledem k nepµres-

nému urµcení distribucí (veliµcin) p; q. Jinými slovy, pµri libovolnµe malé chybµe urµcení � > 0

dostaneme místo nulové správné hodnoty (3.9) nekoneµcnµe velkou nesprávnou hodnotu

(3.13) a to i tehdy, kdyµz k tomuto nepatrnµe nepµresnému urµcení dojde s nepatrnµe malou

pravdµepodobností nebo µcetností " > 0. Tímto se osvµetluje, co v Tabulce 2.1 znamená

ne ve sloupci "Robustnost" u Kullbackovy divergence f(u) = u log u a také dal�ích tam

uvedených divergencí.

Pµríklad 3.2. Nyní v Pµríkladµe 3.1 místo nerobustní Kullbackovy divergence pouµzijeme

Hellingerovu divergenci odpovídající funkci f(u) = (
p
u � 1)2 resp. f(u) = 2(1 �

p
u),

která je podle Tabulky 3.1 robustní. Podíváme se, jak se Hellingerova divergenceH2(p"; q")

odchýlí od správné hodnoty

H2(p; q) = 0 (viz (3.10)) (3.14)

kdyµz jak nepµresnost � > 0 tak i pravdµepodobnost " > 0 se kterou k nepµresnosti dojde

budou malé. Podobnµe jako v (3.12), ze vztahu (1.19) a formulí pro p"; q"; a f = f �
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obdrµzíme

H2(p"; q") =

Z 1=4+�

1=4��
q" f

�
p"
q"

�
dt+

Z 3=4+�

3=4��
p" f

�
�
q"
p"

�
dt

= 2

"Z 1=4+�

1=4��
(q" �

p
p"q") dt+

Z 3=4+�

3=4��
(p" �

p
p"q") dt

#
= 8�

�
"+ 1�

p
1� "

�
= 8�"

2 +
p
1� "

1 +
p
1� "

� 16�":

Proto je Fréchetova derivace (3.2) v tomto pµrípadµe koneµcná,

lim
"#0

H2(p"; q")�H2(p; q)

"
= 16�;

a klesající k nule pµri � # 0. Dále, odchylka Hellingerovy divergence H2(p"; q") od správné

hodnoty H2(p; q) = 0 je men�í neµz 16�", t. j. klesá k nule jak v pµrípadµe, µze nepµresnost �

klesá k nule, tak i v pµrípadµe, µze pravdµepodobnost " výskytu takové nepµresnosti klesá k

nule.

4 Proµc f-�uktuace a co to je

Pµres ve�kerou svoji výjimeµcnost a dobré vlastnosti, f -divergence nµekdy nepostihuje µzá-

doucí rozdíly mezi omezenými veliµcinami nebo distribucemi. Napµríklad signály p(t); q(t)

mohou být po celý µcas 0 < t < 1 nenulové a vzájemnµe velmi blízké, ale jeden u nich m°uµze

pµritom s malými amplitudami rychle kmitat kolem pomalu se mµenící stµrední hodnoty dané

druhým z nich. Divergence bude reagovat na amplitudu tohoto kmitání, ale uµz nemusí

být schopna zachytit jeho frekvenci, na které nám m°uµze v nµekterých situacích pµredev�ím

záleµzet.

M°uµze nám napµríklad velmi záleµzet na zrnitosti plochy, která je pµri zbµeµzném pohledu

stejnµe �edá, jako vedlej�í zcela hladká plocha (viz Filip a Havran [1]). Nebo m°uµze být velmi

d°uleµzité, zda je ve spojitém spektru pµreváµznµe bílého �umu zastoupena slabá diskrétní kom-

ponenta hµrebenového typu, která se projeví slabým zvlnµením pµreváµznµe konstantní spek-

trální hustoty. Pro fotografa m°uµze být zajímavé rozli�it situace, kdy je hladina vody jen v

pomalém pohybu v d°usledku ustáleného stojatého vlnµení, a kdy je navíc zµceµrena slabým

vánkem. Tyto a dal�í podobné situace budeme ilustrovat jedním konkrétním pµríkladem.
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Pµríklad 4.1. Nech ,t distribuce q(t) = 1 je ustálená na celé jednotce prostoru nebo µcasu

0 < t < 1 a uvaµzujme dále ne této jednotce soustavu distribucí

pk(t) = 1 + a sin 2�kt

které kolem q(t) kmitají s amplitudou 0 < a < 1 a frekvencemi k = 0; 1; 2; : : : . Pouµzijeme-

li k rozli�ení tµechto distribucí klasickou Pearsonovu divergenci �2(p; q) z Tabulky 3.1, pak

pro k = 0 obdrµzíme �2(p0; q) = 0 a pro ostatní k

�2(pk; q) =

Z 1

0

(pk(t)� q(t))2
q(t)

dt

=

Z 1

0

(pk(1)� 1)2 dt

= a2
Z 1

0

sin2 2�kt dt

=
a2

2�k

Z 2�k

0

sin2 t dt

=
a2

2�

Z 2�

0

sin2 t dt:

Tudíµz

�2(pk; q) =
a2

2
pro v�echna k = 1; 2; : : : (4.1)

t. j. Pearsonova divergence není schopna rozli�ovat mezi nenulovými frekvencemi.

Protoµze pro v�echna k > 0 v celém oboru 0 < t < 1 platí

1� a � pk(t)

q(t)
� 1 + a; (4.2)

výsledek Pµríkladu 4.1 m°uµzeme je�tµe zesílit. Totiµz, pro v�echny f -divergence dostaneme ze

(4.2) meze

0 � Df (pk; q) � max
�
f(1 + a) + f 0+(1) a; (1� a)� f 0+(1) a

	
(4.3)

platné pro v�echna k = 1; 2; : : : Zde f 0+(1) je pravá derivace funkce f(u) v bodµe u = 1 (viz

(1.13)), pµriµcemµz celý výsledek (4.3) vyplývá z toho, µze f(u) + f 0+(1) (u� 1) je nerostoucí
v oblasti u � 1 a neklesající v oblasti u > 1. µZádná f -divergence tudíµz nem°uµze rozpoznat
v modelu z Pµríkladu 4.1 napµríklad to, µze frekvence k roste nade v�echny meze.

Pµrirozenou mírou �uktuace distribuce (veliµciny) p kolem q je norma derivace vµerohod-

nostního pomµeru

�(t) =
p(t)

q(t)

�
kde

0

0
= 0

�
; (4.4)
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napµríklad L1-norma

k�0k =
Z 1

0

j�0(t)j dt: (4.5)

Abychom pµrede�li matematickým nejasnostem, zde i v dal�ím se omezíme na situace, kdy

vµerohodnostní pomµer �(t) je vztahem (4.4) dobµre de�novaný v celém oboru (0; 1) s vý-

jimkou koneµcnµe mnoha hodnot t 2 (0; 1) a v tomto oboru je taktéµz po µcástech spojitµe
diferencovatelný. Protoµze pµripou�tíme, µze derivace

�0(t) =
d�(t)

dt
(4.6)

nebude pro nµekterá t 2 (0; 1) de�nována, budeme integrál (4.5) chápat ve smyslu Lebesgueovµe,
kde staµcí, aby tato derivace byla de�nována skoro v�ude na (0; 1).

Výhodou normy k�0k jakoµzto míry �uktuace funkce p(t) kolem q(t) je její nezápornost
s tím, µze

k�0k = 0 , �0 � 0; (4.7)

t. j. míra �uktuace je nulová tehdy a jen tehdy, kdyµz vµerohodnostní pomµer p(t)=q(t) je

na intervalu (0; 1) po µcástech konstantní. Konstantní pomµer p(t)=q(t) vystihuje totiµz tu

situaci, kdy p(t) nevykazuje µzádné kmitání kolem q(t) a ke zmµenµe pomµeru mezi p(t)

a q(t) dojde pµri nejvý�e koneµcnµe mnoha pµrechodech z jednoho intervalu do druhého.

V extrémním pµrípadµe, kdy je poµcet tµechto pµrechod°u nulový platí pro v�echna t 2 (0; 1)
pravá úmµera p(t) = const. q(t), t. j.

p = q na (0; 1): (4.8)

Nevýhodou normy k�0k jakoµzto míry �uktuace funkce p(t) kolem q(t) je fakt, µze v�echny
hodnoty j�0(t)j 2 [0;1) se do hodnoty integrálu (4.5) promítají se stejnou váhou. Intuice
napovídá, µze velké odchylky derivace j�0(t)j od jejího pr°umµeru k�0k by se mµely do celkové
míry �uktuace promítat s vµet�í vahou neµz odchylky malé. Toto uspoµrádání dosáhneme,

kdyµz za míru �uktuace vezmeme f -divergenci pravdµepodobnostních hustot

~p(t) =
j�0(t)j
k�0k a ~q(t) = 1 (4.9)

na intervalu (0; 1), t. j. veliµcinu

Df (~p; ~q) =

Z 1

0

k�0k f
�
j�0(t)j
k�0k

�
dt (4.10)

(viz de�nici f -divergence v (1.2)). V literatuµre se totiµz dokazuje (viz napµr. Appendix

v práci [2]), µze pro funkce f z De�nice 1.2 pomµer f(u)=u v oblasti u � 1 s rostoucím u
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roste a v oblasti 0 < u � 1 klesá , t. j. µcím dále je j�0(t)j od pr°umµeru k�0k, tím vµet�í je

vzájemný pomµer

f

�
j�0(t)j
k�0k

�. j�0(t)j
k�0k :

Matematická nekorektnost spoµcívající v tom, µze v de�nici ~p v (4.9) pµripou�tíme i nulový

jmenovatel k�0k = 0 se µre�í konvencí 0f(0=0) = 0, která byla souµcástí zmínµené De�nice 1.2.
Je-li totiµz k�0k = 0, pak podle pµredpoklad°u platí �0(t) = 0 skoro jistµe na celém intervalu

(0; 1) a tudíµz zcela korektním zp°usobem dostaneme implikaci

k�0k = 0 ) Df (~p; ~q) = 0: (4.11)

Na druhé stranµe, podle Vlastnosti 2.1 platí pro f -divergenci hustot (4.9) ekvivalence

Df (~p; ~q) = 0 , j�0j = const.; (4.12)

t. j. f -divergence je nulová tehdy a jen tehdy, kdyµz absolutní derivace j�0(t)j je na intervalu
(0; 1) konstantní s výjimkou koneµcnµe mnoha t 2 (0; 1) (tam podle pµredpoklad°u derivace

nemusí existovat). To znamená, µze vµerohodnostní pomµer p(t)=�(t) je na (0; 1) pila s kon-

stantním sklonem v�ech (moµzná nestejnµe vysokých) zub°u. Tento sklon nulový v pµrípadµe

(4.7) a jenom v tomto pµrípadµe, kdy se vµerohodnostní pomµer p(t)=q(t) stane na intervalu

(0; 1) po µcástech konstantní.

Pµríklad 4.2. Je-li

p(t) = 1 + a [(ut� 1) I(0 < t � 1=2)� (4t� 3) I(1=2 < t < 1)]

a q(t) = I(0 < t < 1), pak vµerohodnostní pomµer (4.4) je pila �jtj = p(t) s jedním zubem,

který má na obµe strany konstantní sklon j�0j = jp0(t)j = 4a. Pila jako taková (t.j. její zub)
vymizí právµe kdyµz a = 0, t. j. kdyµz p splyne s q.

Podle vý�e µreµceného je míra �uktuace nulová tehdy a jen tehdy, kdyµz const. v (4.8)

je nula. To ov�em poukazuje na skuteµcnost, µze Df (~p; ~q) sama o sobµe nestaµcí k µzádoucí

charakteristice �uktuace p(t) kolem q(t). Souµcasnµe z vý�e µreµceného vyplývá, µze takovou

µzádoucí charakterizaci nabízí míra uvedená v následující de�nici, t. j. µze pro tuto míru

platí vµeta, kterou uvádíme hned za touto de�nicí.
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De�nice 4.1. Platí-li pro p(t), q(t) a jejich vµerohodnostní pomµer �(t) pµredpoklady uve-

dené na zaµcátku této sekce, pak f -�uktuace p(t) kolem q(t) je de�novaná vztahem

�f (p; q) = k�0k
�Z 1

0

f

�
j�0(t)j
k�0k

�
dt+ 1

�
(4.13)

kde za integrálem klademe f(0=0) = 0.

Vµeta 4.1. Pro v�echny funkce p; q z De�nice 4.1 je jejich f -�uktuace nezáporná,

�f (p; q) � 0; (4.14)

pµriµcemµz nulovost nastane právµe kdyµz jr vµerohodnostní pomµer p(t)=q(t) po µcástech kon-

stantní.

D°ukaz. Protoµze �f (p; q) je souµcet L1-normy (4.5) a f -divergence (4.8), její nezápornost

plyne z nezápornosti jak normy tak i f -divergence. Rovnost �f (p; q) = 0 nastane právµe

kdyµz

Df (~p; ~q) = 0 a k�0k = 0:

První rovnost je podle (4.8) ekvivalentní po µcástech konstantnosti funkce j�0(t)j a druhá je
podle (4.7) ekvivalentní po µcástech nulovosti funkce j�0(t)j, t. j. po µcástech konstantnosti
vµerohodnostního pomµeru p(t)=q(t). Protoµze z druhé podmínky plyne podmínka první, je

druhá podmínka ekvivalentní rovnosti �f (p; q) = 0, coµz bylo dokázat.

Nyní ukáµzeme, µze f -�uktuace (4.11) postihuje jemné ale pµritom významné rozdíly mezi

p a q z Pµríkladu 4.1, které nastanou, kdyµz amplituda a je malá a frekvence k je velká.

Vidµeli jsme, µze Pearsonova divergence není schopna tyto rozdíly zaznamenat µzádoucím

zp°usobem.

Pµríklad 4.3. V modelu z Pµríkladu 4.1 máme pro v�echna k = 0; 1; 2; : : : vµerohodnostní

pomµery

�k(t) = pk(t); �0k(t) = p
0
k(t) = 2�ka cos 2�kt

a tedy L1-normy

k�0kk = 2�ak

Z 1

0

j cos 2�ktj dt

= a

Z 2�k

0

j cos tj dt

= 4ak:
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Dále
j�0k(t)j
k�0kk

=
�

2
j cos 2�ktj;

takµze pro Pearsonovu funkci f(u) = u2 � 1, která je podle Poznámky 1.1 ekvivalentní
funkci (u� 1)2, dostanemeZ 1

0

f

�
j�0k(t)j
k�0kk

�
dt+ 1 =

�2

4

Z 1

0

cos2 2�kt dt

=
�2

4

1

2�k

Z 2�k

0

cos2 t dt

=
�2

4

k�

2�k
=
�2

8
:

Lze tedy výpoµcet uzavµrít formulí

�f (pk; q) = 4ak
�2

8
=
�2ak

2
(4.15)

pro pµríslu�nou Pearsonovskou f -�uktuaci. Pearsonovská míra �uktuace funkcí pk a q tudíµz

roste lineárnµe s frekvencí k = 0; 1; 2; : : : .

Poznámka 4.1. Z Vµety 4.1 je vidµet, µze míra �uktuace�f (p; q) je re�exivní jen v pµrípadµe,

kdy vµerohodnostní pomµer �(t) je diferencovatelný ve v�ech bodech t 2 (0; 1). Jen v tomto
pµrípadµe totiµz j�0(t)j = const. znamená, µze j�0(t)j = 0 v�ude na (0; 1), coµz je za uvedeného
pµredpokladu moµzné jen kdyµz �(t) = 1 (t. j. p = q) v�ude na (0; 1). O tom, zda �f (p; q) = 0

znamená totoµznost p = q anebo jen nulovou �uktuaci, se musíme pµresvµedµcit tak, µze

vezmeme v potaz rovnµeµz hodnotu f -divergence Df (p; q): totoµznost p = q nastane tehdy a

jen tehdy, kdyµz Df (p; q) = 0.

Poznámka 4.2. Omezme se na p; q se v�ude diferencovatelným a nenulovým vµerohod-

nostním pomµerem �. Zajímat nás budou míry �uktuace ~�(p; q), které vedle re�exivnosti

z pµredchozí poznámky budou téµz symetrické ve smyslu

~�(p; q) = ~�(q; p) (4.16)

a budou splµnovat i trojúhelníkovou nerovnost

~�(p; q) � �(p; ~q) + �(~q; q); (4.17)

t. j. budou metriky na prostoru pµríslu�ných p; q. Takovou mírou zµrejmµe bude

~�(p; q) =

Z 1

0

�����0(t)�(t)

���� dt = 



p0p � q0q




 ; (4.18)
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kde 



p0p � q0q




 = Z 1

0

����p0p � q0q
���� dt

je pµríslu�ná L1-norma rozdílu derivací logaritmických funkcí

log p(t)� log q(t) = log �(t):

Toto nás pµrivádí k celé tµrídµe metrických �-�uktuací

~��(p; q) =

Z 1

0

j(�(p))0 � (�(q))0j dt = k(�(p))0 � (�(q))0k

pµríslu�ných monotónním diferencovatelným funkcím � : (0;1]! R. Výzkum takovýchto

metrických mµer �uktuace si zaslouµzí systematickou pozornost.

Podµekování Tato práce je souµcástí výzkumu podporovaného granty M�MT 1M0572 a
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