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1 Proc¢ f-divergence a co to je

Piedpokladejme, ze se méfi urcitd fyzikilni veli¢ina p = p(t) proménnd v case (nebo na
urcité trase) t € T. Budeme predpokladat p(t) > 0, t. j. ze méfené hodnoty jsou nezaporné
a jejich promeény spojité v zdvislosti na t. Bez 1ijmy na obecnosti mizeme polozit ¢t = [0, 1]

a predpokladat, ze veli¢ina nenf trividlnf nula a méfitko je nastavené tak, aby

/lp(t) dt = 1. (1.1)

Chovéni veli¢iny tudiz zadévé spojitou pravdépodobnostni distribuci na intervalu [0, 1].
Spojité funkce p(t) : [0,1] — [0, 00) je vSak jen idedlni matematickd pfedstava o méfend.

Ve skutecnosti se zaznamendvaji praumérné (predpokladejme, ze nenulové) hodnoty
t;
pi = / p(t)dt, 1<i<n (1.2)
ti—1
na intervalech (¢;_1,t;) odpovidajicich ur¢itému déleni
O=tog<t1 < - <th1<t,=1 (1.3)

celého pozorovaciho intervalu [0, 1]. Skute¢nym zdznamem méfen{ je tudiz vektor

P=(pi,....pn), pi>0, Y pi=1 (1.4)

ktery ptredstavuje diskrétni pravdépodobnostni distribuci. Z tohoto divodu existuje tzky

vztah mezi divergenci (mirou neshody) D(p, q) dvou proménnych veli¢in

p=pt), q=q(t), 0<t<1 (1.5)

a divergenci D(P, Q) jim odpovidajicich diskrétnich distribuci

P:(pl,,pn)a Q:(Q1vaqn) (16)



ziskanych kvantovanim (1.2). V dalsim se napfed zaméfime na vlastnosti, které musi mit
divergence diskrétnich pravdépodobnostnich distribuci D(P, () a z nich pak odvodime
odpovidajici vlastnosti divergence spojitych pravdépodobnostnich distribuci D(p, q).

Rozumné je pozadovat divergenci v jednoduchém souctovém tvaru
D(P,Q) =Y 5(pi, a:), (1.7)
i=1

kde 0 je spojitd funkce na ¢tverci (0,1) ® (0, 1). Vlastnosti této funkce ponékud osvétlime
tim, ze budeme uvazovat hrubsi kvantovani pribéhu métfenych velicin, kdy misto odd-
élenych intervali (tgx_1,tx), (t,tr+1) pouzijeme jen jeden interval (tx_1, txi1). To zna-
mend, ze misto dvou zdznami py, pri1 a Gk, qx+1 O VveliCindch p, ¢ budeme mit k dispozici
jen jejich spojeni
Tt
Dk = /tk 1 p(t)dt =pr+pe1 & §= qp + gy

V novych distribucich

P = (p17'"apk—lvﬁkvpk+2a"'7pn)7

Q = (qlv"'7qk—la6k7Qk+27"'7qn>

jsou puvodni rozdily mezi zdznamy px, qr & Pri1, Qr+1 © prubéhu veli¢in p, ¢ na intervalech
(tp—1,tk) a tx, tgr1 rozpustény v souhrnech py, + pri1, Gr + @ri1 zdznami na sjednoceném
intervalu (tx_1,txy1). Z toho divodu musi divergence
D(P,Q)= > &(pi,a)+ 0(pr, )
ik, k+1
byt mensi nebo nejvyse rovna ptuvodni divergenci D(P, Q).

Jinymi slovy, funkce ¢ musf spliiovat nerovnost

8(Pr, Gr) < 6(pr, i) + 0 (Prt1, Qot1) (1.8)

predstavujici zékladni teoreticky princip v oblasti zpracovani dat (viz data processing con-
dition na str. 1289 v préci Pardo a Vajdy [6] a odkazy tam na néj uvedené). Tento princip
vyvozuje logicky dtsledek — zhorsenf rozlisitelnosti — ze ztrdty informace zapti¢inéné do-
datecnou redukef dat (hrubsim kvantovanim veli¢in). Rovnost se v neostré nerovnosti (1.8)
pripusti tehdy, kdyz oba vérohodnostni poméry

Dk Pr41

— a

Ak Qk+1




pred redukci se shoduji navzdajem a tudiz i s vérohodnostnim pomérem

Pk _ Pk + P
Tkt Qe

po redukci, t.j. kdyz plati
Pk + Pr+1 _ Pk _ Pki1

QG+ Q1 G Qe
V tomto pifpadé se v matematické statistice pifslusnd redukce nazyva postacujici a

(1.9)

dokazuje se o ni, ze nesnizuje kvalitu rozhodovani pii pfechodu od souboru dat P, )

k souborim P, Q.
V Teorému 1 zminéné préce [6] bylo dokdzano, ze splituje-li mira divergence (1.7)

zékladni princip zpracovéani dat (1.8), potom tato mira mé tvar

D(P,Q) = Dy(P,Q) = Zn:qi f (%) (1.10)
i=1 '
pro nezdpornou spojitou funkci f proménné v > 0 danou vztahem
fw)=0(u, NI0<u<1)4+wud(l, 1/u)I(u>1), (1.11)
kde I(-) je indikdtorova funkce. Po dosazent

5(p,q) = qf(p/q)

do nerovnosti (1.8) zjistime, ze m4 platit

(ax + @) f (IM) <qf (%) + Gryrf (Zkﬂ)

Ak + Qr+1 k+1

£.3.
floug + (1 —a)upgr) < af(ug) + (1 —a) f(ur) (1.12)
pro parametr & = qx/(qx + qx+1) z intervalu (0, 1) a pro argumenty

ui:&, ie{k, k+1}

z intervalu (0,00). Protoze (1.12) se pozaduje pro vSechna o € (0,1) a wuy, upy > 0,
funkce f musi byt konvexni na intervalu (0, 00). Déle vidime, ze pokud zdkladni princip
zpracovani dat zesilime v tom smyslu, Zze rovnost (1.8) ma platit jen kdyz je redukce
dat statisticky postacujici ve smyslu (1.9), pak funkce f ze vztahu (1.10) musi byt ryze

konvexni v celém oboru u > 0.



Definice 1.1. Necht' f : (0,00) — R je libovolnd konvexni funkce s vlastnosti f(1) = 0.
Potom veli¢inu D¢(P, () definovanou vyrazem (1.10) nazveme f-divergenci diskrétnich

distribuci P, @ ze vztahu (1.6).

Poznamka 1.1. Vlastnost f(1) = 0 znamen4, ze shoda P = ) mé za ndasledek nulovou

f-divergenci. Déle, je-li f : (0,00) — R konvexni funkce a

12 .
= lim
I+ h10

je jeji prava derivace v bodé u > 0, pak

flu) = fw) = f(1) = (1) (u—1)

je nezapornd konvexni funkce proménné u > 0 (ryze konvexni v néjakém bodé prave kdyz
f(u) je ryze konvexni v tomto bodé). Je-li f(1) podle predpokladu Definice 1.1 nulové,
pak z této definice pro nasi funkei f plyne

i=1 v

t.j. shoda f-divergence s f-divergenct pro viechna P, Q). Tato shoda umoziuje rozsfient

definice (1.10) na v8echny konvexni funkce s vlastnosti f(1) = 0.

Poznamka 1.2. O distribucich P, () se ve vztahu predpoklddalo, ze jejich komponenty
pi, q; jsou kladné. Nékdy je vyhodné rozsitit Definici 1.1 také na distribuce s libovolnymi
komponentami p;, ¢; > 0. Za tim 1icelem uvazujeme funkce f* adjungované k funkcim f

z Definice 1.1 ve smyslu
ff(u)=uf(l/u), u>0, (1.14)

které jsou také konvexni na intervalu (0, 1) s vlastnosti f*(1) = 0. Definici 1.1 rozsifu-
jeme na f-divergence libovolnych distribuci pravdépodobnosti P = (p1,...,pn), @ =
(¢1,--.,qn) vztahem

Dy(P,Q) = Z a.f (g) + Z pif” (;—) : (1.15)
kde
f(0) =1im f(u),  f*(0) = Lim f*(u), f(0)+f*(0) =0 (1.16)

ul0 u]0



a kde klademe 0f(0/0) = 0. Snadno se piesvédéime, ze pro distribuce P, @ s kladnymi
komponentami p;, ¢; se vztah (1.15) zredukuje na (1.10).

Podle Teorému 6 v praci [8] plati pro vSechny konvexni funkce z Definice 1.1 resp.

Poznamky 1.2

kde supremum se bere pres vSechny konecné rozklady (1.3) intervalu (0,1) a kde prava

strana je definovand vztahem

D¢(p,q) = /01 q(t) f <@) di (1.18)

Dy(p.q) = / Sqq(ﬂf(%) at + / s (%) d (1.19)

podle toho, zda p(t) = 0 m4 za nésledek ¢(¢) = 0 ¢i nikoliv, pficemz f(0), f*(u) prou > 0

resp.

jsou definovany stejné jako v (1.14) —(1.16).

Definice 1.2. Kazda konvexni funkce f : (0,00) — R s vlastnosti f(1) = 0 definuje
f-divergenci Dy(p,q) spojitych distribuci p, ¢ vztahy (1.18),(1.19) a pfidruzenymi kon-

vencemi.

Poznamka 1.3. 7 Definice 1.2 a vztahu (1.17) vyplyvé pro libovolné spojité distribuce
p, ¢ uvazované v (1.5) a jim piislusné diskrétni distribuce P, () odpovidajici rozkladim
(1.3) nésledujici nerovnost:

D(P,Q) < Dy(p,q). (1.20)

Podle Teorému 1 v [10], rovnost zde plati, kdyz vérohodnosti poméry p(t)/q(t) spliuji pro

v8echna 1 < k£ < n podminku

]ﬂ = @, te (tk—lytk)' (121)

qt) @

Je-li navic f ryze konvexni na intervalu (0,00) a D(p,q) < oo, pak podminka (1.21) je
nejen postacujici, ale i nutnd pro dosazeni rovnosti (1.20). Tato podminka predstavuje
statistickou postacitelnost rozkladu (1.3) pro spojité distribuce p, ¢, t.j. statistickou po-

stacitelnost piislusnych kvantovanych distribuci (velicin) P, Q.



2 Zakladni vlastnosti f-divergenci

Necht' f : (0,00) +— R je konvexni funkce s f(1) = 0. D4 se ukdzat (viz [9]), ze je-li
f(u) ryze konvexni v nékterém bodé u > 0, pak plati f(0) + f*(0) > 0. Ve zbyva-
jici ¢asti prace budeme predpokladat, ze f je ryze konvexni v bodé 1. Tato lokalizace
ryzi konvexnosti umoziuje z nulovosti f-divergence vyvodit shodu piislusnych distribuci.
V dalsim se omezujeme na vlastnosti f-divergenci Df(p,q) z Definice 1.2, které pifslusi
spojitym distribucim (1.5). Divergence D (P, ()) diskrétnich distribuci piislusnych rozkla-
dim (1.3) chdpeme jako numerické aproximace teoretickych hodnot D(p,q), pro které
si ¢tendf snadno muze modifikovat vechny nize uvedené vlastnosti. Pokud jde o dikazy
téchto vlastnosti, mizeme se odkdzat na publikace [2,3] nebo [9,10], resp. v diskrétnim

piipadé na Reada a Cressieho [7].

Vlastnost 2.1 (Obor hodnot). Pro konstanty f(0), f*(0) ze vztahu (1.16) plati

0 < Dy(p,q) < F(0) + [(0), (2.1)

kde levé rovnost nastane praveé kdyz p = ¢ a prava nastane kdyz p(t) = 0 <= q(t) # 0
(ortogonalita, symbolicky plq). Je-li navic f(0) + f*(0) < oo, pak pravd rovnost plati
prave kdyz plq.

7 hlediska f-divergence je tedy nejmensi pravdépodobnosti distribuci jejich shoda a

nejvyssi jejich ortogonalita.

Poznamka 2.1. Pii shodnych distribucich (shodnych veli¢indch p, ¢) neodlisime hy-
potézu H : p od alternativy A : ¢ na zdkladé zddnych pozorovani. V piipadé ortogonality
pLq toto rozliseni nastane s pravdépodobnosti 1 na zakladé pozorovani veli¢iny v jediném
bodé 0 < t < 1 (kdyz p(t) > 0, pak s pravdépodobnosti 1 plati H, zatimco v piipadé
q(t) > 0 s touto pravdépodobnosti plati A). Je-li f(0) = oo (resp. f*(0) = o0), pak podle
(1.19) mdme maximdlni f-divergenci Ds(p,q) = oo i bez ortogonality, totiz v piipadé
p(t) =0, q(t) > 0 (resp. p(t) > 0, q(t) = 0) pro vsechna t z nékterého neprézdného inter-
valu (a,b) C (0,1). V takovém pifpadé na zakladé jediného pozorovani velic¢iny odlisime

‘H od A s kladnou pravdépodobnosti

/a () di (resp. / () dt) ,

kterd ovsem nemusi byt 1.



Vlastnost 2.2 (Symetrie). Pro funkci f* adjungovanou k f ve smyslu (1.14) plati

D¢(p,q) = Dys+(q, p)- (2.2)

Je ziejmé, ze rovnost (2.2) ve Vlatnosti 2.2 nastane i tehdy, kdyz f*(u) nahradime

funkef

f(u) = f*(u) + const.(u — 1).

Poznamka 2.2. Nezdpornost D (p, q) > 0z Vlastnosti 2.1 s rovnosti Dy(p, ¢) = 0 prave
kdyz p = g znamen4 reflexivnost f-divergence na prostoru P uvazovanych spojitych veli¢in
p = p(t) spliujicich (1.1). Z Vlastnosti 2.2 vyplyvd symetrie f-divergenci, jejichz f jsou

samoadjungovand v rozsifeném smyslu
f(u) — f*(u) = const.(u — 1), u > 0. (2.3)

Mocniny symetrickych f-divergenci D¢(p, q) kladného fadu 7 > 0 jsou tedy metrikami na

prostoru P, pokud pro vsechna p, p € P plati trojuhelnikovd nerovnost

Dy(p,q)" < Ds(p,p)" + Dy (p,q)"- (2.4)

Nutnou podminkou pro tuto nerovnost je omezenost f-divergenci: f(0) + f*(0) < oo. V

opacném pifpadé totiz lze najit p, p, ¢ € P pro kterd

Df(p7Q>:ooa Df(p,ﬁ)<00, Df(ﬁ,(])<00,

coz protifec¢i nerovnosti(2.4).

Poznamka 2.3. Podminka omezenosti f-divergenci f(0)+ f*(0) < oo je splnéna pravée
tehdy, kdyz je funkce f(u)/(1+u) omezena na (0, 00).

3 Proc robustni f-divergence a které to jsou

Definice 3.1. Rekneme, 7ze f-divergence D;(p,q) je robustni vzhledem k neptesnému
urceni distribuci (veli¢in) p, ¢, kdyz existuje konstanta C' > 0 pro kterou vsechna p, q, p, ¢
z prostoru P zavedeného v Pozndmce 2.2 poskytuji Fréchetovy derivace

i 21 (A —€)p+ep, (L—2)q+2q) — Dy(p, )

3.1
€10 £ ( )

v absolutni hodnoté mensi nez C.



Vlastnost 3.1 (Robustnost). Je-li f(0) + f*(0) < oo, pak je piislusna f-divergence

D¢(p, q) robustni vzhledem k nepfesnému urcenf p, ¢ ve smyslu Definice 3.1.

Dikaz. Podle Teorému 9.27 v prici [9] je vyraz D¢(p, ¢) konvexni v proménnych (p, q) €
P @ P. Tudiz

Dy (9 —¢e)p+ep, (1—¢e)q+eq) < (1—¢)Dsp.q) +eDys(p,q)-
Odsud plyne, ze podminka Definice 3.1 plati pro

C'=2(f(0) + f%(0)).

V nésledujict Tabulce 3.1 uvaddime nékteré piiklady f-divergenci. Kvili ispofe mista
za integréaly chybi symbol dt.

Nekteré metrické a robustni divergence z této tabulky patif do tiidy funkci

2 | fu+ 1\ u+1
L(u) = — 3.2
=21 |(557) -4 (32)
s parametrem « € R, kde pfi a = 1, a = 0 se uvazuji piislusné limity
fi(w) log —% 41 log = 1 (3.3)
u) = ulo 0 og = lo .
1 g u+ 1 g u—+ 17 g Se

folu) = (Va—1)° (3.4)

a kde plati
(u—1)

f-a(u) = nrl (3.5)

Ziejmé
Dy, (p,q) = H*(p.q) a Dy (p,q) = L*(p,q) (3.6)

je Hellingerova a Le Camova divergence z Tabulky 3.1 a

Dy (p,q) =1(p, (p+q)/2)+1(q, (p+q)/2) (3.7)

je metrickd (s parametrem 7 = 1/2) a robustni divergence, jejiz jednotlivé komponenty

I(p, q) a I(q, p) byly také uvedeny v Tabulce 3.1.



f(u) f*(u) Formule f(0) + f*(0) | Metrika, 7 | Robustnost
Jméno
u—1 | -1 | Veo=/lp-g 2 ano, 1 | ano
Totaln{ variace
ulog u —logu I(p,q) = fplogg 00 ne ne
q
Kullback
—logu ulogu I(q,p) - viz vyse 00 ne ne
Obréceny Kullback
2 2
ulog sz . log u——|2—1 I(p,(p+q)/2) log 2 ne ano
z
logu+1 ulogu+1 I(q,(p+q)/2) log 2 ne ano
—1)2 2
(u—1)? (u=1) X’(pq) = [ p=a) 00 ne ne
u q
Pearson
—1)?
(u—1) (u—1)2 xX%(q, p) - viz vyse 00 ne ne
u
Neyman
(u—1)* | (u—1)7 2 »—a)”
L*(p,q) = | ———— 2 ano, 1/2 ano
u—+1 u—+1 (,q) f p+q /
Le Cam
2
(Vu—1)7? | (Vu—1)* | H*p,q) = [ (VD — ) 2 ano, 1/2 ano
Hellinger
Tabulka 3.1.

Tiida konvexnich funkei 2f,(u) ze vztahi (3.5)—(3.7) je z préce Kis a spol. [4] a

podtiidu

afa(u)
2a-1)/2

s parametry o > 0 zavedli jiz predtim Osterreicher a Vajda [5].

V nésledujicich ptikladech ilustrujeme rozdil mezi nerobustnimi a robustnimi f-divergencemi.

Priklad 3.1.

Méme-li dvé shodné pravdépodobnostni hustoty nebo veli¢iny

p(t) = q(t) = 2I(1/4 < t < 3/4)

(3.8)




potom podle definice Kullbackovy divergence s f(t) = tlogt
3/4 2
I(p,q) = / 2log 5 dt =0 (viz (1.19)). (3.9)
1/2
Tento vysledek souhlasi s Vlastnost{ 2.1, podle které vsechny f-divergence detekuji tiplnou

shodu p, ¢ tim, ze dosahuji minimalni moznou hodnotu

Dy(p.q) = 0. (3.10)

Nyni uvazujme pro malé hodnoty 0 < § < 1/4 hustoty (veli¢iny)

p(t) =p(t —9), q¢(t)=p(t+9). (3.11)

(i) Jsou-li p = g pravdépodobnosti hustoty nahodné veliciny X, pak p, ¢ jsou hustoty na-
hodnych veli¢in X + § odpovidajicich nepfimému pozorovani veliciny X, které je zatizené
systematickou aditivni chybou +4. Pravdépodobnosti piimého a nepiimého pozorovani
1 — e a ¢ pak povedou ke dvéma riznym ndhodnym velicindm X, a Y. s hodnotami

pravdépodobnosti

p=(t) = (1—¢e)p(t) +ep(t)
= 21— I(1/4<t<1/4+0)+I(1/4+5<t<3/4)+el(3/4<t<3/4+ )]

resp.

¢:(t) = (L—¢e)q(t) +eq(t)
= 2[I(1/4—-0<t<1/4)+I(1/A<t<3/4—08)+(1—e)I(3/4—05,3/4)].

(ii) Jsou-li naproti tom p = ¢ dvé shodné veli¢iny pozorované v case (na trase) 0 < ¢ < 1,
pak vzdjemneé rizné veli¢iny p, ¢ ze vztahu (3.11) odpovidji nepfesné synchronizaci méfent
posunutého v ¢ase (na trase) o konstantu +0. Veli¢iny p.(t), ¢-(t) z pFedchozich dvou
formuli pak budou pruméry z méfeni u kterych tato porucha synchronizace nastala s

Cetnosti 0 < e < 1.

Nyni se budeme zajimat o Kullbackovu divergenci I(p.,q.) hustot resp. veli¢in, ke

kterym jsme zde dospéli. Podle (1.19) plati

pE * qE
I(pe,qe) = / g f (—) dt + / p-f (-) dt (3.12)
(0,3/4—68)U(3/4+6,1) qe (3/4—6,3/4+6) Pe

kde f*(t) = —logt podle Tabulky 3.1. Protoze vsak na sjednoceni intervala (0,1/4 — §] U
(3/4 +4,1) plati p. = ¢. = 0 a na intervalu (1/4 + 6, 3/4 —6) je p- +¢q. = 1 , sta¢i v
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(3.12) integrovat na intervalech (1/4 — ¢, 1/4+40) a (3/4— 9, 3/4+ ). Proto po dosazeni

z definice p. a ¢. dostaneme

1/4 1/4+6 _
I(pe, q:) = /1 2€f(0)dt+/ 2f (1 : 6) dt

1—0 1/4

3/4 1 ¢ 3/4+6
+/ 2f*( >dt+/ 2 £*(0) dt
3/4—5 1 3/4

= 20[e-0+f(1—e)+ f"(1—¢)+e

1
= 20¢e {log 7
—€

+ oo] =00
nezdvisle na hodnoté chyby 0 < < 1/4 a pravdépodobnosti 0 < ¢ < 1. Proto také

Fréchetova derivace (3.1) je pro Kullbackovu divergenci nekonecné, t. j.

I —1
im (ps,qa)6 (ra) _ (3.13)

Tento vysledek znamend, ze tato divergence je hodné nerobustni vzhledem k nepfes-
nému urcéeni distribuci (veli¢in) p, ¢. Jinymi slovy, pii libovolné malé chybé urceni 6 > 0
dostaneme misto nulové spravné hodnoty (3.9) nekone¢né velkou nespréavnou hodnotu
(3.13) a to i tehdy, kdyz k tomuto nepatrné nepresnému urceni dojde s nepatrné malou
pravdépodobnosti nebo cetnosti ¢ > 0. Timto se osvétluje, co v Tabulce 2.1 znamena
ne ve sloupci "Robustnost" u Kullbackovy divergence f(u) = ulogu a také dalsich tam

uvedenych divergenci.

Piiklad 3.2. Nyni v Prikladé 3.1 misto nerobustni Kullbackovy divergence pouzijeme
Hellingerovu divergenci odpovidajici funkci f(u) = (v/u — 1)? resp. f(u) = 2(1 — /u),
ktera je podle Tabulky 3.1 robustni. Podivdme se, jak se Hellingerova divergence H?(p;, q.)
odchyli od sprdavné hodnoty

H?*(p,q) =0 (viz (3.10)) (3.14)

kdyz jak nepfesnost 6 > 0 tak i pravdépodobnost ¢ > 0 se kterou k nepfesnosti dojde
budou malé. Podobné jako v (3.12), ze vztahu (1.19) a formuli pro p., ¢., a f = f*
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obdrzime

1/4+6 P 3/4+6 q
HQ(psa qe) = / qe f <_E) dt + / De f* (_8) dt
1/4—6 e 3/4—6 Pe

1/4+6 3/4+6
- 2[/ @—@)dﬁ/ <pa—¢z?qe>dt]

/4=4 3/4—6

= 8i[e+1—-V1-¢
2EVITe e

= Q¢ <
1++v1—c¢

Proto je Fréchetova derivace (3.2) v tomto pifpadé konecné,

2 T2
i (pe,q:) — H*(p, q)
el0 g

— 164,

a klesajici k nule pti 6 | 0. Dale, odchylka Hellingerovy divergence H?(p.,q.) od spravné
hodnoty H?(p,q) = 0 je mensf nez 16d¢, t.j. klesa k nule jak v piipadé, Ze nepiesnost §
klesa k nule, tak i v ptipadé, ze pravdépodobnost £ vyskytu takové neptfesnosti klesd k

nule.

4 Proc¢ f-fluktuace a co to je

Ptes veskerou svoji vyjimecnost a dobré vlastnosti, f-divergence nékdy nepostihuje za-
douci rozdily mezi omezenymi veli¢inami nebo distribucemi. Napiiklad signaly p(t), q(t)
mohou byt po cely ¢as 0 < ¢t < 1 nenulové a vzdjemné velmi blizké, ale jeden u nich miize
pritom s malymi amplitudami rychle kmitat kolem pomalu se ménici stfedni hodnoty dané
druhym z nich. Divergence bude reagovat na amplitudu tohoto kmitani, ale uz nemust
byt schopna zachytit jeho frekvenci, na které ndm miize v nékterych situacich predevsim
zélezet.

Mize ndam napiiklad velmi zdlezet na zrnitosti plochy, kterd je pii zbézném pohledu
stejné sedd, jako vedlejsi zcela hladkd plocha (viz Filip a Havran [1]). Nebo mutze byt velmi
dilezité, zda je ve spojitém spektru prevazné bilého sSumu zastoupena slaba diskrétni kom-
ponenta hiebenového typu, ktera se projevi slabym zvlnénim prevazné konstantni spek-
tralnf hustoty. Pro fotografa mize byt zajimavé rozlisit situace, kdy je hladina vody jen v
pomalém pohybu v disledku ustdleného stojatého vinéni, a kdy je navic zcefena slabym

vankem. Tyto a dalsf podobné situace budeme ilustrovat jednim konkrétnim piikladem.
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Piiklad 4.1. Necht distribuce ¢(t) = 1 je ustédlend na celé jednotce prostoru nebo ¢asu

0 <t <1 a uvazujme déle ne této jednotce soustavu distribuci
pr(t) =1+ asin2rkt

které kolem ¢(t) kmitaji s amplitudou 0 < a < 1 a frekvencemi k = 0, 1,2, ... . Pouzijeme-
li k rozligenf téchto distribuct klasickou Pearsonovu divergenci x?(p, q) z Tabulky 3.1, pak
pro k = 0 obdrzime x?(pg, ¢) = 0 a pro ostatni k

(e, q) = /01 (pr(t) — q(t))? N

q(t)

- [ (D) = 1at

1
= o2 / sin? 27kt dt
0

a2 2rk

= 57 sin?t dt
TR Jo
2 27

= 5 sin? ¢ dt.
™ Jo

Tudiz ,
X2(pk, q) = % pro v8echna k =1,2,... (4.1)

t.j. Pearsonova divergence neni schopna rozlisovat mezi nenulovymi frekvencemi.

Protoze pro vSechna k& > 0 v celém oboru 0 < ¢t < 1 plat{

t

| —q< el

q(t)

vysledek Piikladu 4.1 mtzeme jesté zesilit. Totiz, pro vSechny f-divergence dostaneme ze

(4.2) meze

<1+a, (4.2)

0 < Dy(prq) < max {f(1+a) + fL (D). (1—a) — f(1)a} (43)

platné pro vSechna k = 1,2,... Zde f’ (1) je pravé derivace funkce f(u) v bodé u =1 (viz
(1.13)), pricemz cely vysledek (4.3) vyplyva z toho, ze f(u) + f/.(1) (u — 1) je nerostouct
v oblasti v < 1 a neklesajici v oblasti u > 1. Zadnd f-divergence tudiz nemtize rozpoznat

v modelu z Ptikladu 4.1 napftiklad to, ze frekvence k roste nade vSechny meze.

Pfirozenou mirou fluktuace distribuce (veli¢iny) p kolem ¢ je norma derivace vérohod-

nostnfho poméru

o) = 20 <kde 8 _ 0) | (4.4)
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napiiklad L;-norma
1
71 = [ ol (45)

Abychom piedesli matematickym nejasnostem, zde i v dalsim se omezime na situace, kdy
vérohodnostni pomér p(t) je vztahem (4.4) dobie definovany v celém oboru (0,1) s vy-
jimkou koneéné mnoha hodnot ¢ € (0,1) a v tomto oboru je taktéz po ¢astech spojité
diferencovatelny. Protoze pripoustime, ze derivace

ot = 20 (46)

nebude pro nékterd ¢ € (0, 1) definovdna, budeme integral (4.5) chapat ve smyslu Lebesgueove,

kde staci, aby tato derivace byla definovana skoro vsude na (0, 1).

Vyhodou normy ||¢’|| jakozto miry fluktuace funkce p(t) kolem ¢(t) je jeji nezépornost
s tim, Ze

lpl=0 <« o' =0, (4.7)

t.j. mira fluktuace je nulovd tehdy a jen tehdy, kdyz vérohodnostni pomér p(t)/q(t) je
na intervalu (0, 1) po ¢dstech konstantni. Konstantni pomeér p(t)/q(t) vystihuje totiz tu
situaci, kdy p(t) nevykazuje zadné kmitdni kolem ¢(¢) a ke zméné poméru mezi p(t)
a ¢(t) dojde pfi nejvyse konetné mnoha prechodech z jednoho intervalu do druhého.
V extrémnim piipadé, kdy je pocet téchto prechodi nulovy plati pro vsechna t € (0,1)

prava dmeéra p(t) = const. q(t), t.].
p=¢q mna(0,1). (4.8)

Nevyhodou normy ||| jakozto miry fluktuace funkce p(t) kolem ¢(t) je fakt, ze viechny
hodnoty [p'(t)| € [0, 00) se do hodnoty integrélu (4.5) promitaji se stejnou vdhou. Intuice
napovida, ze velké odchylky derivace |p'(t)| od jejitho priameéru ||o’|| by se mély do celkové
miry fluktuace promitat s vétsi vahou nez odchylky malé. Toto uspoiddani dosdhneme,
kdyz za miru fluktuace vezmeme f-divergenci pravdépodobnostnich hustot

)
20 =

Q) =1 (4.9)

na intervalu (0,1), t.j. veli¢inu

o= [ s (H9 ) a (410)

gl

(viz definici f-divergence v (1.2)). V literatuie se totiz dokazuje (viz napi. Appendix

v préaci [2]), ze pro funkce f z Definice 1.2 pomér f(u)/u v oblasti v > 1 s rostoucim u
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roste a v oblasti 0 < u < 1 klesd , t.j. ¢im déle je |p'(t)| od praméru ||p'||, tim vetsi je

SO /100
d ( I ) ol

Matematickd nekorektnost spocivajici v tom, ze v definici p v (4.9) pfipoustime i nulovy

vzdjemny pomeér

jmenovatel ||p’|| = 0 se Tesi konvenci 0f(0/0) = 0, kterd byla soucdsti zminéné Definice 1.2.
Je-li totiz ||p|| = 0, pak podle piedpokladii plati p'(t) = 0 skoro jisté na celém intervalu

(0,1) a tudiz zcela korektnim zptisobem dostaneme implikaci
lFl=0 = Ds(p,q) =0 (4.11)
Na druhé strané, podle Vlastnosti 2.1 plati pro f-divergenci hustot (4.9) ekvivalence
D¢(p,4) =0 <& |p| = const., (4.12)

t.j. f-divergence je nulovd tehdy a jen tehdy, kdyz absolutni derivace |p’(t)| je na intervalu
(0,1) konstantni s vyjimkou kone¢né mnoha ¢ € (0,1) (tam podle pfedpokladi derivace
nemusi existovat). To znamend, ze vérohodnostni pomeér p(t)/p(t) je na (0, 1) pila s kon-
stantnim sklonem vsech (moznd nestejné vysokych) zubt. Tento sklon nulovy v pifpadé
(4.7) a jenom v tomto piipadé, kdy se vérohodnostni pomér p(t)/q(t) stane na intervalu

(0,1) po ¢castech konstantni.

Pitklad 4.2. Je-li
p(t)=1+al(ut—1)I(0<t<1/2)— (4 —3)I(1/2<t<1)]

a q(t) =I(0 <t < 1), pak vérohodnostni pomeér (4.4) je pila p|t| = p(t) s jednim zubem,
ktery m& na obé strany konstantni sklon |p'| = |p/(t)| = 4a. Pila jako takova (t.j. jeji zub)
vymizi pravé kdyz a = 0, t.j. kdyz p splyne s q.

Podle vyse feceného je mira fluktuace nulova tehdy a jen tehdy, kdyz const. v (4.8)
je nula. To ovéem poukazuje na skutecnost, ze D¢(p,§) sama o sobé nestaci k zadouct
charakteristice fluktuace p(t) kolem ¢(t). Soucasné z vyse feceného vyplyva, ze takovou
zadouci charakterizaci nabizi mira uvedena v nésledujici definici, t.j. Zze pro tuto miru

plati véta, kterou uvddime hned za touto definici.
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Definice 4.1. Plati-li pro p(t), ¢(t) a jejich vérohodnostni pomér p(t) predpoklady uve-

dené na zacédtku této sekce, pak f-fluktuace p(t) kolem ¢(t) je definovand vztahem

Ao = ([ 1 (DY) ar1) (413

kde za integralem klademe f(0/0) = 0.

Véta 4.1. Pro v8echny funkce p, g z Definice 4.1 je jejich f-fluktuace nezdporn4,
As(p,q) =0, (4.14)

pticemz nulovost nastane préavé kdyz jr vérohodnostni pomér p(t)/q(t) po ¢astech kon-

stantni.

Dikaz. Protoze Af(p,q) je soucet Li-normy (4.5) a f-divergence (4.8), jeji nezdpornost
plyne z nezdpornosti jak normy tak i f-divergence. Rovnost As(p,q) = 0 nastane prave
kdyz
Dy(p,q) =0 a |p[| =0.

Prvni rovnost je podle (4.8) ekvivalentni po ¢dstech konstantnosti funkce |p/(¢)| a druhd je
podle (4.7) ekvivalentni po ¢dstech nulovosti funkce |p/(t)|, t.]. po ¢dstech konstantnosti
vérohodnostniho pomeéru p(t)/q(t). Protoze z druhé podminky plyne podminka prvni, je
druhd podminka ekvivalentni rovnosti A¢(p, ¢) = 0, coz bylo dokazat.

Nyni ukdzeme, ze f-fluktuace (4.11) postihuje jemné ale pFitom vyznamné rozdily mezi
p a q z Ptikladu 4.1, které nastanou, kdyz amplituda a je mald a frekvence k je velka.
Vidéli jsme, ze Pearsonova divergence neni schopna tyto rozdily zaznamenat zadoucim

zpusobem.

Piiklad 4.3. V modelu z Pitkladu 4.1 mdame pro v8echna k = 0,1, 2, ... vérohodnostn{
pomeéry

pr(t) = pi(t),  pi(t) = pi(t) = 2mka cos 27kt

a tedy Lq-normy

1
ol = 27rak/ | cos 2kt dt
0

2rk

= a/ | cost| dt
0

= 4ak.
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Dale

T
= — 2wkt
2|cos, mkt|,

takze pro Pearsonovu funkci f(u) = u? — 1, kterd je podle Pozndmky 1.1 ekvivalentn{

funkci (u — 1)?, dostaneme

1 / t 2 1
/ f <|ﬁk§ﬁ|) dt+1 = %/ cos? 2kt dt
0 pk 0

2 1 27k
= % oy cos? t dt
TR Jo
_ow kn 7w
4 2tk 8
Lze tedy vypocet uzaviit formulf
2 rlak

pro piislusnou Pearsonovskou f-fluktuaci. Pearsonovskd mira fluktuace funkei py a ¢ tudiz

roste linedrné s frekvenci £ =0,1,2,... .

Poznamka 4.1. 7 Véty 4.1 je vidét, ze mira fluktuace A¢(p, ¢) je reflexivni jen v pripade,
kdy vérohodnostni pomér p(t) je diferencovatelny ve vsech bodech t € (0,1). Jen v tomto
piipadé totiz |p/(t)| = const. znamend, ze |p'(t)| = 0 vSude na (0,1), coz je za uvedeného
predpokladu mozné jen kdyz p(t) = 1 (t.j. p = ¢) véude na (0,1). O tom, zda A¢(p,q) =0
znamend totoznost p = ¢ anebo jen nulovou fluktuaci, se musime pfesvédcit tak, ze
vezmeme v potaz rovnéz hodnotu f-divergence Dy(p, ¢): totoznost p = ¢ nastane tehdy a

jen tehdy, kdyz Dy(p, q) = 0.

Poznamka 4.2. Omezme se na p, q se viude diferencovatelnym a nenulovym vérohod-
nostnim pomérem p. Zajimat nas budou miry fluktuace A(p, q), které vedle reflexivnosti

z predchozi poznamky budou téz symetrické ve smyslu

A(p,q) = Alq,p) (4.16)

a budou spliiovat i trojihelnikovou nerovnost

A(p,q) < A(p,q) + A(q,q), (4.17)

t.j. budou metriky na prostoru piislusnych p, ¢q. Takovou mirou ziejmé bude

Alp.q) = /01 p/(t)'dt = ’

/ /

p g

p q

o (4.18)
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kde
/ !

p g

/ /

p q

1
pq_/opq

je piislusnd Li-norma rozdilu derivaci logaritmickych funkcf

dt

log p(t) — log q(t) = log p(t).

Toto nds privadi k celé tiidé metrickych ¢-fluktuact

Ay(p,q) = /0 [(0(p))" — (¢())'1dt = [[(6(p))" — (¢())'|l

prislusnych monoténnim diferencovatelnym funkcim ¢ : (0, 00] — R. Vyzkum takovychto

metrickych mér fluktuace si zaslouzi systematickou pozornost.

Podékovani Tato préce je soucdsti vyzkumu podporovaného granty MSMT 1M0572 a
GACR 102/07/1311.
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