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Úvod

První známou mírou informace v náhodném pozorování se stala Fisherova informace,
viz napµr. Andµel [2] anebo podrobnµeji Lehmann a Casella [17]. �lo o informaci ohlednµe
neznámého parametru, na kterém závisí rozdµelení tohoto pozorování. Zakladatel teorie in-
formace Shannon [28] pµri�el s my�lenkou mµeµrit informaci náhodného pozorování ohlednµe
neznámého náhodného parametru poklesem entropie parametru v d°usledku tohoto po-
zorování. Podle nµej je tedy informace dána rozdílem apriorní a aposteriorní entropie para-
metru. Tuto informaci lze ekvivalentnµe vyjádµrit jako jistou logaritmickou míru neshody
(divergence) D(P;Q) mezi spoleµcnou distribucí P parametru a pozorování a souµcinem Q
distribuce parametru a distribuce pozorování. Víme, µze Q m°uµze být také spoleµcnou dis-
tribucí parametru a pozorování, ale jen v pµrípadµe jejich vzájemné nezávislosti. Shannonova
informace je tedy mírou statistické asociace mezi pozorováním a parametrem.

Logaritmická míra divergence D(P;Q) zavedená v teorii informace má v pµrípadµe
diskrétních pozitivních distribucí P = (p1; p2; : : : ; pk), Q = (q1; q2; : : : ; qk) tvar

D(P;Q) =
KX
k=1

pk ln
pk
qk
; (1)

kde místo pµrirozeného logaritmu ln lze uµzít i logaritmus o jiném základu. Kullback a
Leibler [15] interpretovali tuto divergenci jako diskriminaµcní informaci pµri testování hy-
potézy H : P proti alternativµe A : Q, zobecnili ji na libovolné distribuce (pravdµepodob-
nostní míry) P; Q na obecném mµeµritelném pozorovacím prostoru (X ;S) a ukázali, µze její
zachování charakterizuje postaµcitelnost transformací pozorovacího prostoru. Pozoruhodné
vlastnosti této divergence zkoumala pozdµeji µrada autor°u, napµr. Perez [26], Gelfand a spol.
[9] a zejména Kullback [14], který systematicky studoval její statistické aplikace. Mimo
jiné ukázal, µze Fisherova informace o daném parametru �0 2 � je mírou citlivosti dis-
tribuce pozorování P� na zmµenu parametru � 2 � v okolí �0, pokud tuto citlivost mµeµríme
divergencí D(P�; P�0). Moµznost pouµzití jiných divergencí a dokonce moµznost zobecnµení
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Fisherovy informace touto cestou byla pozdµeji studována Kaganem [13] a Vajdou [29]. Z
nejnovµej�ích prací ohlednµe zobecnµené Fisherovy informace lze citovat napµríklad [12].

V �edesátých letech pµrispµeli do oblasti informace a divergence pravdµepodobnostních
distribucí významným zp°usobem Csiszár [4, 5] a DeGroot [6, 7]. Csiszár (a nezávisle téµz
Ali a Silvey [1]) si pov�imli, µze základem µzádoucích vlastností divergence (1) je konvexnost
funkce f(t) = t ln t a zavedli obecnµej�í f -divergence Df (P;Q) pro konvexní funkce f :
(0;1) 7! R, které jsou v bodµe 1 ryze konvexní a standardizované do tvaru f(1) = 0. Pro
P; Q uvaµzované v (1) jsou tyto zobecnµené divergence dané formulí

Df (P;Q) =
KX
k=1

qk f

�
pk
qk

�
: (2)

Toto umoµznilo vedle diskriminaµcní informace typu (1) pokrýt jednotným zp°usobem dal�í
známé statistické divergence jako napµríklad Pearsonovu divergenci, která má pro P; Q
uvaµzované v (1) tvar

�2(P;Q) =
KX
k=1

(pk � qk)2
qk

(3)

nebo Hellingerovu divergenci, která má pro tato P; Q tvar

H2(P;Q) =
KX
k=1

(
p
pk �

p
qk)

2 : (4)

Obecný pojem f -divergence dovolil vyloµzit mnoho zdánlivµe r°uznorodých metod stati-
stického rozhodování (odhadování a testování) jako speciální pµrípady univerzální metody
zaloµzené na divergenci empirického a teoretického rozdµelení a jako takové je dále zobecnit.
Pod zobecµnováním nemáme na mysli jen odvozování alternativních metod pro klasické sta-
tistické modely, ale téµz roz�iµrování metod z klasických model°u na modely s pozorováními
typu náhodných proces°u a náhodných polí. Obecné f -divergence jsou totiµz dobµre de�no-
vané i na abstraktních pozorovacích prostorech pµríslu�ných takovým pozorováním.

DeGroot pµrispµel v jiném smµeru neµz Csiszár, totiµz novou de�nicí statistické informace,
odli�né od Fisherovy de�nice. Jeho informace je obdobou Shannonovy, pouze místo en-
tropie neznámého parametru uµzívá Bayesovo riziko pµri rozhodování o tomto parametru
(speciálním pµrípadem je riziko pµri ztrátové funkci typu 0 - 1, t.j. Bayesova pravdµepodob-
nost chyby pµri identi�kaci parametru). Tudíµz statistickou informací v náhodném po-
zorování je rozdíl mezi apriorním a aposteriorním Bayesovým rizikem. Na rozdíl od Shan-
nonovy informace motivované komunikaµcní situací, zde máme jasnou statistickou moti-
vaci. Vzájemná souvislost mezi f -divergencemi Df (P;Q) a GeGrootovými statistickými
informacemi v dichotomickém rozhodovacím modelu s podmínµenými distribucemi P; Q a
r°uznými ztrátovými funkcemi prozkoumali Österreicher a Vajda [24]. Dokázali, µze kaµzdá
statistická informace je f -divergence pro nµekteré f a kaµzdá f -divergence je statistická
informace pro nµekterou ztrátovou funkci. Navíc dokázali, µze v�echny f -divergence jsou
pr°umµerné statistické informace mµeµrené poklesem Bayesovy pravdµepodobnosti chyby v
d°usledku pozorování, kde pr°umµer se bere pµres apriorní pravdµepodobnosti � 2 (0; 1) hy-
potézy H : P . R°uzné f -divergence se tedy li�í jen r°uznou distribucí vah na prostoru apri-
orních pravdµepodobností �, ale v zásadµe jde vesmµes o pr°umµerné rozdíly mezi apriorními
a aposteriorními Bayesovými pravdµepodobnostmi chyb.
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Studium divergencí pravdµepodobnostních distribucí a jejich vyuµzití ve statistickém
rozhodování pµredstavuje jeden z tradiµcních mezinárodnµe uznávaných a mezinárodnµe pod-
porovaných výzkumných smµer°u ÚTIA AV µCR. Napµríklad v monogra�i [18] byly sys-
tematicky prostudovány obecné vlastnosti f -divergencí a vlastnosti nµekterých d°uleµzitých
parametrických tµríd tµechto divergencí. Z dlouhé µrady prací vµenovaných v rámci tohoto
výzkumu statistickým aplikacím f -divergencí lze uvést napµríklad [20, 31, 21, 11, 3, 10].
Dále v práci [25] bylo dokázáno, µze jedinými mírami divergence, jejichµz zachování charak-
terizuje postaµcitelnost transformací pozorovacího prostoru, jsou f -divergence. V [30] jsou
uvedeny podmínky, pµri kterých posloupnost kvantování pozorovacího prostoru zaruµcuje
asymptoticky nulové ztráty zobecnµené Fisherovy informace i f -divergence. V souµcasnosti
jsou metody testování a odhadování zaloµzené na f -divergencích empirických a teoretick-
ých distribucí pµredmµetem výzkumu v ÚTIA v grantu AV µCR: Nové výsledky v testování
dobré shody a taktéµz pµredstavují jeden z hlavních smµer°u výzkumu v rámci Aplikaµcního
Centra ÚTIA: Data, algoritmy, rozhodování zµrízeného z iniciativy M�MT µCR.

V této práci, v sekcích 1 a 2, uvádíme do problematiky divergenµcních mµer v teorii
informace a matematické statistice. V sekci 3 de�nujeme obecnou tµrídu f -divergencí a v
sekcích 4 a 5 jednak odvozujeme základní vlastnosti tµechto divergencí a také objasµnujeme
jejich vztah ke statistickým informacím. I kdyµz tato práce pojednává o vesmµes známých
pojmech a výsledcích, pµrece jen je v pµreváµzné míµre p°uvodní a nová. Konkrétnµe, pojed-
nání o nejznámµej�ích vzdálenostech pouµzívaných v teorii pravdµepodobnosti a matematické
statistice a jejich vztahu k postaµcujícím statistikám v sekci 2 je nové a pµríklady v této
sekci (i nµekteré dal�í v jiných sekcích) jsou p°uvodní. Dále, nové a p°uvodní jsou v�echny
d°ukazy uvedené v práci. Totiµz, d°ukazy základních vlastností f -divergencí se v pµredchozí
literatuµre opíraly o Jensenovu nerovnost, zejména její verzi pro podmínµené distribuce,
jejíµz rigorózní formulace a d°ukaz nejsou zrovna jednoduché. V této práci uvádíme nové
d°ukazy tµechto vlastností bez jakéhokoliv odkazu na Jensenovy nerovnosti. Nové d°ukazy
jsou jednoduché a opírají se jen o obyµcejný Taylor°uv rozvoj funkce f se zbytkem v inte-
grálním tvaru. Daµn, která se za tuto jednoduchost platí, je pµredpoklad dvojí spojité difer-
encovatelnosti funkce f . Av�ak prakticky v�echny f -divergence pouµzívané ve statistick-
ých aplikacích tento pµredpoklad splµnují. Výjimkou je totální variace, pro kterou základní
vlastnosti dokazujeme pomocí aproximací fn-divergencemi s dvakrát spojitµe diferencov-
atelnými funkcemi fn. Dále, zmínµeným Taylorovým rozvojem novµe dokazujeme i vµetu o
reprezentaci f -divergencí pr°umµernými statistickými informacemi. Na�e metoda je pod-
statnµe jednodu��í neµz pµredchozí, zaloµzená na Jensenových nerovnostech v práci [24]. V
závµeru se zmiµnujeme o moµznosti roz�íµrení postupu pouµzitého v této práci na f -divergence
s libovolnými nediferencovatelnými funkcemi f .

1 Divergence pravdµepodobnostních distribucí

Uvaµzujme standardní model matematické statistiky, kde je dán mµeµritelný pozorovací pros-
tor (X ;S) a náhodné pozorování X popsané pravdµepodobnostním prostorem (X ;S; P0).
Pravdµepodobnostní distribuce P0 (pravdµepodobnostní míra) se povaµzuje za neznámou a
dva základní problémy matematické statistiky jsou (i) testovat na základµe pozorování X
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hypotézu H : P0 2 P resp. (ii) najít na základµe pozorování X odhad P̂ 2 P neznámého
P0, kde v obou pµrípadech P je nµekterá daná tµrída pravdµepodobnostních distribucí na pros-
toru (X ;S). Obµe tyto úlohy se obvykle µre�í na základµe vhodné µcíselné míry divergence
D(P;Q) de�nované pro libovolné dvojice distribucí P; Q na (X ;S).
Termín divergence obecnµe oznaµcuje rozdílnost, neshodu, odchylku, rozbíhání se. Pod

divergencí D(P;Q) tedy budeme rozumµet nezápornou míru rozdílnosti, neshody distribucí
P a Q. Oµcekáváme, µze divergence bude re�exivní v obvyklém smyslu

D(P;Q) = 0 právµe kdyµz P = Q; (5)

ale nevyµzadujeme nutnµe ani symetrii D(P;Q) = D(Q;P ) ani trojúhelníkovou nerovnost.
Proto se vyhýbáme bµeµznµej�ímu termínu vzdálenost. Místo bµeµzných metrických vlastností
spí�e poµzadujeme, aby hodnota divergence D(P;Q) charakterizovala jak snadné je v pµrí-
padµe P0 2 fP;Qg odli�ení distribuce P od distribuce Q. Tato úloha nemusí být symetrická
v P; Q. Napµríklad je-li (X ;S) borelovská pµrímka (R;B) a P; Q jsou rovnomµerné distribuce
na intervalech (0; 10) a (0; 1), pak bezchybné zamítnutí hypotézy H : P0 = Q na základµe
pozorování X je mnohem snaz�í neµz bezchybné zamítnutí alternativy A : P0 = P .
Místo symetrie a trojúhelníkové nerovnosti poµzadujeme od dobré statistické míry di-

vergence jinou vlastnost a sice monotonii v°uµci transformacím pozorování

D(PT�1; QT�1) � D(P;Q) pro T : (X ;S) 7! (Y ; T ): (6)

Zde symbol (X ;S) 7! (Y ; T ) znamená, µze jde o zobrazení T : X 7! Y, pµriµcemµz obraz Y
pozorovacího prostoru X je vybaven �-algebrou T a zobrazení T je mµeµritelné v bµeµzném
smyslu T�1(T ) � S. V tomto pµrípadµe transformaci T nazýváme statistika. Dále, PT�1
a QT�1 jsou pravdµepodobnostní distribuce (míry) indukované statistikou T na novém
pozorovacím prostoru (Y ; T ), de�nované pro v�echna B 2 T vztahy

PT�1(B) = P (T�1B) a QT�1(B) = Q(T�1B):

Nerovnost (6) pµredstavuje velmi srozumitelnou skuteµcnost, µze totiµz transformací po-
zorování (pµrekódováním statistických dat) nelze docílit vy��í rozli�itelnost pravdµepodob-
nostních distribucí. V jednom d°uleµzitém speciálním pµrípadµe by se v�ak rozli�itelnost mµela
zachovat. Totiµz tehdy, kdyµz statistika T je v tradiµcním statistickém smyslu postaµcující pro
dvojici fP;Qg. Pµrirozenou doplµnkovou podmínkou k (6) je tudíµz invariance divergence v°uµci
postaµcitelným transformacím dat, tj.

D(PT�1; QT�1) = D(P;Q) kdyµz T je postaµcující pro fP;Qg: (7)

Obvykle poµzadujeme víc a sice, aby netriviální (koneµcná) divergence byla úplným invari-
antem postaµcitelných transformací, tj. aby kromµe (7) platilo

T je postaµcující pro fP;Qg, kdyµz D(PT�1; QT�1) = D(P;Q) <1: (8)

V následující sekci uvedeme nekoneµcnou tµrídu divergencí splµnujících podmínky (5)�(8).

Ve statistických úlohách (i) a (ii) ze zaµcátku této sekce se pozorování X µcasto trans-
formuje mµeµritelným zp°usobem na urµcitou tzv. empirickou distribuci (pravdµepodobnost-
ní míru) Q na pozorovacím prostoru (X ;S). (Pod mµeµritelným zp°usobem se rozumí, µze
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pravdµepodobnosti Q(A) jev°u A 2 S jsou mµeµritelnými funkcemi pozorování X.) Vedle em-
pirické distribuce Q jsou k dispozici na (X ;S) teoretické distribuce P z dané hypotetické
rodiny P. Hypotéza H : P0 2 P v úloze (i) se obvykle zamítá, kdyµz testovací statistika

T (X) = inf
P2P

D(P;Q) (9)

pµresáhne urµcitou kritickou hodnotu c > 0. (Poznamenejme, µze S-mµeµritelnost pravdµepo-
dobností Q(A), A 2 S obvykle postaµcí k mµeµritelnosti statistiky T (X) : (X ;S) 7! (R;B)
de�nované v (9).) Podobnµe odhad P̂ v úloze (ii) se de�nuje z podmínky

P̂ = argminP2P D(P;Q); (10)

resp. z podmínky, aby se pµríli� neli�il od argumentu minima uvaµzovaného v (10), viz
napµríklad [31].

Úloha divergence v µre�eních (9) a (10) statistických úloh (i) a (ii) µcasto není na první
pohled patrná. Pro ilustraci uvaµzujme jednoduchý pµríklad, kdy na koneµcném souµcinovém
pozorovacím prostoru

X = f1; : : : ;mgn

je dána parametrická rodina souµcinových model°u P = fP n� : � 2 �g, kde

P� = (p�(1); : : : ; p�(m))

jsou pozitivní diskrétní distribuce na f1; : : : ;mg závislé na parametru � z nµekteré neprázdné
mnoµziny � � RS. Budeme µre�it statistickou úlohu (ii), kdy na základµe pozorování X =
(X1; X2; : : : ; Xn) s koneµcným výbµerovým pravdµepodobnostním prostorem (X ; P0) máme
najít odhad P̂ neznámého rozdµelení P0. O tomto rozdµelení budeme pµredpokládat, µze patµrí
do rodiny P, tj. µze

P0 = P
n
�0
;

kde �0 je nµekterá neznámá hodnota parametru � 2 �. Pozorování X de�nuje na X
souµcinové empirické rozdµelení Qn, kde

Q = (q(1); : : : ; q(m))

je diskrétní rozdµelení na f1; : : : ;mg dané formulí

q(j) =
1

n

nX
i=1

I(Xi = j); 1 � j � m

pµriµcemµz symbol I(A) rezervujeme pro indikátor jevu A � X . Pravdµepodobnosti q(j) jsou
tedy relativní µcetnosti jev°u j 2 f1; : : : ;mg ve výbµeru X.
Uvaµzujme nyní divergenci (1) s tím, µze distribuce Q = (q1; : : : ; qK) nemusí nutnµe být

pozitívní. Pro pµrípad qk = 0 pµrijmeme v (1) konvenci 0 ln 0 = 0. Pak obdrµzíme

D(P n� ; Q
n) = nD(P�; Q) = n

mX
j=1

q(j) ln
q(j)

p�(j)

= �H(Qn)� Ln(�):
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V této formuli

H(Qn) = �n
mX
j=1

q(j) ln q(j)

oznaµcuje entropii empirického rozdµelení Qn a

Ln(�) =
mX
j=1

nX
i=1

I(Xi = j) ln p�(j)

= ln
nY
i=1

p�(Xi)

= lnP n� (X)

oznaµcuje logaritmus vµerohodnosti rozdµelení P n� 2 P pµri daném pozorování X. Metodou
minimální divergence (1) získáme tudíµz odhad

P̂ = P n
�̂
2 P

neznámého rozdµelení P0 = P n�0 kde

�̂ = argmax�2� Ln(�) (11)

není nic jiného neµz maximálnµe vµerohodný odhad neznámého parametru �0 2 � v obec-
ném diskrétním modelu fP� = (p�(1); : : : ; p�(m)) : � 2 �g s n nezávislými pozorováními
X = (X1; : : : ; Xn). Jinými slovy, klasický maximálnµe vµerohodný odhad �̂ dostaneme jako
speciální pµrípad odhadu (10) pµri divergenci (1). Podobnµe lze ukázat, µze klasický vµerohod-
nostní test hypotézy �0 2 � v obecném diskrétním modelu lze získat jako speciální pµrípad
testu hypotézy H : P0 2 P zaloµzeného na statistice (9) pµri divergenci (1).

Tyto výsledky lze roz�íµrit i na maximálnµe vµerohodné odhady a zobecnµené vµerohodnos-
tní testy v libovolných (ne nutnµe diskrétních) statistických modelech (podrobnµeji viz Liese,
Vajda [18]). Jestliµze pouµzijeme jiné divergence neµz (1), pak dostaneme jiné odhady a testy.
Nµekteré z nich jsou jiµz vyuµzívány ve statistice, jiné zatím nikoliv. Jak jiµz bylo µreµceno, sys-
tematické studium tµechto odhad°u a test°u a jim pµríslu�ných divergencí je souµcástí probíha-
jícího výzkumu na ÚTIA AV µCR.

2 Vzdálenosti které nejsou divergencemi

V teorii pravdµepodobnosti a matematické statistice se jiµz témµeµr sto let s úspµechem vyuµzí-
vají vhodné vzdálenosti �(P;Q) pravdµepodobnostních distribucí P; Q. Nejznámµej�í z nich
probereme z hlediska zp°usobilosti vyhovµet podmínkám (5)�(8). Protoµze re�exivnost (5)
je u tµechto vzdáleností samozµrejmá, budeme se zajímat jen o monotonii (6) a invarianci
(7) resp. (8).

Pro distribuce P; Q na borelovské pµrímce (X ;S) = (R;B) se bµeµznµe pouµzívá Kol-
mogorova vzdálenost

�K(P;Q) = sup
x2R

jF (x)�G(x)j; (12)
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kde F (x) = P ((�1; x)) a G(x) = Q((�1; x)) jsou (zleva spojité) distribuµcní funkce pµrís-
lu�né P aQ. Jak známo, Kolmogorova vzdálenost je metrika v prostoru v�ech pravdµepodob-
nostních distribucí na (R;B). Tato vzdálenost v�ak není monotonní ve smyslu (6) ani
invariantní ve smyslu (7). Vhodnou transformací dat T : R 7! R m°uµzeme totiµz tuto
vzdálenost zvµet�it. Jako pµríklad m°uµzeme vzít distribuce P; Q s hustotami

p(x) = I(�1 < x < �1=2) + I(0 < x < 1=2);
q(x) = I(�1=2 < x < 0) + I(1=2 < x < 1)

a transformaci
T (x) = x [I(jxj � 1=2)� I(jxj < 1=2)] ;

pµriµcemµz symbolem I(A) oznaµcujeme indikátor jevu A. Zde

�K(P;Q) = F (�1=2)�G(�1=2) = F (1=2)�G(1=2) = 1=2

a distribuce ~P = PT�1, ~Q = QT�1 mají hustoty

~p(x) = I(�1 < x < 0); ~q(x) = I(0 < x < 1)

takµze
�K( ~P ; ~Q) = ~F (0)� ~G(0) = 1;

coµz je ve sporu s monotonií (6). Transformace T je pµritom jedno-jednoznaµcná a tudíµz
postaµcující pro jakoukoliv dvojici fP;Qg. Z tohoto d°uvodu vzdálenost �K nesplµnuje ani
podmínku (7). Na druhé stranµe, modi�kovaná transformace

T (x) = x [I(jxj � 1=2)]

není postaµcující pro fP;Qg, protoµze rozdílný pr°ubµeh hustot p a q na intervalu �1=2 <
x < 1=2 není touto transformací postiµzen. Pµritom pro pµríslu�né distribuce ~P = PT�1,
~Q = QT�1 resp. distribuµcní funkce ~F ; ~G a v�echna �1=2 � x � 1=2 platí

�K( ~P ; ~Q) = ~F (x)� ~G(x) = 1=2 = �K(P;Q):

To znamená, µze vzdálenost �K taktéµz nesplµnuje podmínku (8).

Pµresto je Kolmogorova vzdálenost vhodná pro nµekteré speciální statistické aplikace.
Napµríklad za hypotézy H : P0 = P se ukázal jako sch°udný výpoµcet asymptotického
rozdµelení známé Kolmogorov�Smirnovy statistiky �K(P;Qn), kde Qn oznaµcuje empirické
rozdµelení

Qn =
1

n

nX
i=1

�Xi

na (R;B) pµríslu�ející nezávislému výbµeru X = (X1; X2; : : : ; Xn) pµri hypotéze H. Rovnµeµz
statistické odhady minimalizující statistiku �K(P;Qn) v podobném smyslu jako odhady
de�nované v (9), vykazují nµekteré µzádoucí vlastnosti, podrobnµeji viz K°us [16].

Dal�ím známým pojmem je Lévyho vzdálenost

�L(P;Q) = inf f" > 0 : F (x� ")� " � G(x) � F (x+ ") + "; 8x 2 Rg ;
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kde P; Q a F; G jsou stejné jako v (12). Je známo, µze Lévyho vzdálenost je metrika
v prostoru pravdµepodobnostních distribucí na (R;B), která metrizuje topologii slabé kon-
vergence. Porovnáním poslední formule s formulí

�K(P;Q) = inf f" > 0 : F (x)� " � G(x) � F (x) + "; 8x 2 Rg ;

která je ekvivalentní s (12) vidíme, µze �K(P;Q) je maximální vzdálenost mezi grafy
distribuµcních funkcí F a G namµeµrená ve smµeru osy y zatímco �L(P;Q) je maximální
vzdálenost mezi tµemito grafy namµeµrená ve smµeru osy y = �x. Odsud jiµz snadno nahléd-
neme, µze stejné pµríklady P; Q a T , které jsme vyuµzili k ukázce, µze Kolmogorova vzdálenost
nesplµnuje podmínky (6), (7) a (8), staµcí také k d°ukazu, µze ani Lévyho vzdálenost nesplµnuje
tyto tµri podmínky.

Nech ,t (X ;S; �) je nyní libovolný �-koneµcný prostor s mírou a P; Q pravdµepodobnostní
míry na (X ;S) dominované mírou � (symbolicky, fP;Qg � �). Pak míry (distribuce) P; Q
jsou jednoznaµcnµe dané mírou � a Radon�Nikodymovými hustotami

p =
dP

d�
; q =

dQ

d�
(13)

na prostoru X . Budeme se zajímat o známou tµrídu metrických vzdáleností

��(P;Q) =

�Z
X
jp(x)� q(x)j�d�(x)

�1=�
; � � 1 (14)

na prostoru distribucí dominovaných danou mírou �. Je-li � > 1 pak vzdálenost ��(P;Q)
obecnµe nesplµnuje podmínky (6), (7) a (8). Pro doloµzení tohoto tvrzení zvolme nejbµeµznµej�í
pozorovací prostor (X ;S) = (R;B) s Lebesguovou mírou � a distribuci P; Q s hustotami

p(x) = I(0 < x < 1); q(x) = I(0 < x < 2)=2:

Pro tyto hustoty z (14) obdrµzíme

��(P;Q) = [(1=2)
� + (1=2)�]1=� =

�
21��

�1=�
< 1 pµri � > 1:

Pµritom lineární transformace Tx = x=2 na R indukuje distribuce ~P = PT�1, ~Q = QT�1
s hustotami

~p(x) = 2I(0 < x < 1=2); ~q(x) = I(0 < x < 1):

Pro tyto distribuce dostaneme z (14)

�a( ~P ; ~Q) = (1=2 + 1=2)
1=� = 1;

coµz pµresahuje ��(P;Q). Proto nem°uµze platit (6) ani (7). Podobnµe jako v pµrípadµe Kol-
mogorovy vzdálenosti se dá snadno ukázat, µze nem°uµze platit ani (8).

Speciální pµrípad � = 1 je v mnoha ohledech odli�ný od toho, co jsme shledali pµri
� > 1. Pµredev�ím v tomto pµrípadµe integrál v (14) nezávisí na volbµe dominující míry �.
Protoµze kaµzdá dvojice P; Q distribucí je dominovaná koneµcnou mírou � = P +Q, formule
(14) de�nuje vzdálenost �1(P;Q) pro v�echny distribuce P; Q na libovolném mµeµritelném
prostoru (X ;S). Jelikoµz

V (P;Q) =

Z
jp� qj d� (15)

8



je totální variace znaménkové míry P � Q na prostoru X , místo �1(P;Q) se zpravidla
pouµzívá symbol V (P;Q) a pµríslu�ná hodnota se obvykle nazývá totální variace distribucí P
a Q. V poslední sekci uvidíme, µze totální variace splµnuje podmínky (6) a (7) ale nesplµnuje
(8). K doloµzení toho, µze totální variace skuteµcnµe nesplµnuje (8) staµcí uvaµzovat diskrétní
distribuce

P = (1=2; 1=2; 0); Q = (0; 1=2; 1=2)

na X = f1; 2; 3g a statistiku T : X 7! Y = f1; 2g, kde T (1) = 1, T (2) = T (3) = 2.
Tato statistika není postaµcující pro fP;Qg. Pµritom indukuje na Y diskrétní distribuce
~P = PT�1 = (1=2; 1=2) a ~Q = QT�1 = (0; 1) s totální variací

V ( ~P ; ~Q) =
2X
j=1

j~p(j)� ~q(j)j = 1

2
+
1

2

stejnou jako

V (P;Q) =
3X
j=1

jp(j)� q(j)j = 1

2
+
1

2
:

3 Nekoneµcná tµrída divergencí

V této sekci budeme de�novat nekoneµcnou tµrídu divergencí pomocí funkcí f : (0;1) 7! R
standardizovaných ve smyslu f(1) = 0, které jsou dvakrát spojitµe diferencovatelné na
(0;1), pµriµcemµz druhá derivace f 00 je na celém tomto intervalu nezáporná a v okolí bodu 1
je kladná. Tµrídu v�ech takových funkcí oznaµcíme symbolem F . Funkce f 2 F jsou zµrejmµe
konvexní na intervalu (0;1) a ryze konvexní v okolí bodu 1. Dále, s kaµzdou f patµrící do
F tam zµrejmµe patµrí i konjugovaná funkce f � de�novaná vztahem

f �(t) = tf(1=t); t > 0: (16)

V�echny funkce f 2 F spojitµe roz�iµrujeme do bodu 0, tj. klademe

f(0) = lim
t#0
f(t); (17)

kde limita f(0) m°uµze pµrípadnµe být +1.
Nech ,t nyní P; Q jsou libovolné pravdµepodobnostní distribuce na nµejakém mµeµritelném

prostoru (X ;S) a
p =

dP

d�
; q =

dQ

d�

hustoty tµechto distribucí vzhledem k nµejaké �-koneµcné míµre � na (X ;S). Pro kaµzdé f 2 F
de�nujme f -divergenci distribucí P; Q jako integrál

Df (P;Q) =

Z
qf

�
p

q

�
d�; (18)

9



kde zamlµcujeme promµennou x 2 X v hustotách p; q a integraµcní obor X pod symbolem
pro integrál (srovnej formule (15) a (14)).

Protoµze hustoty p; q jsou obecnµe nezáporné, musíme integrand v (18) roz�íµrit z oblasti
p � 0, q > 0 na celý kvadrant p � 0, q � 0 v R2. Toho lze docílit mnoha zp°usoby. My
volíme formuli

0f
�p
0

�
= pf �(0) s konvencí 0f �(0) = 0: (19)

Pµri p > 0 se zjevnµe jedná o spojité roz�íµrení. Pµri obecném p � 0 jde o roz�íµrení konvexní a
zdola polospojité v R2. Funkce pf(p=q) je totiµz konvexní v promµenných (p; q) 2 [0;1)�
(0;1) a jako taková musí z°ustat konvexní i po spojitém roz�íµrení do konvexní oblasti
[0;1)�[0;1) s vyjmutým bodem (0; 0). Protoµze pµri p > 0 platí pf(p=p) = f(1) = 0, zdola
polospojité roz�íµrení do bodu (0; 0) vyµzaduje 0f(0=0) � 0, zatímco konvexní roz�íµrení
vyµzaduje 0f(0=0) � 0. Proto (19) pµredstavuje jediné konvexní zdola polospojité roz�íµrení
integrandu v (18) na celý uzavµrený kvadrant p � 0, q � 0.
S vyuµzitím konvence uvedené v (19) m°uµzeme (18) pµrepsat do tvaru

Df (P; q) =

Z
fq>0g

qf

�
p

q

�
d�+ f �(0)P (q = 0); (20)

odkud lze nahlédnout, µze hodnota Df (P;Q) nezávisí na zvolené dominující míµre �.

Prvním d°usledkem formule (20) je tento d°uleµzitý výsledek.

Vµeta 1. Pro kaµzdé f 2 F a libovolnou dvojici distribucí P; Q platí

Df (P;Q) = Df�(Q;P );

kde f � 2 F je funkce konjugovaná k f ve smyslu (16).

D°ukaz. Zµrejmé ze (20) a (16).

Dal�í d°usledek formule (20) pµredstavuje uµziteµcné pomocné tvrzení.

Lemma 1. Ve formulích (18) nebo (20) lze bez újmy na obecnosti pµredpokládat, µze
f 2 F splµnuje podmínku

f 0(1) = 0: (21)

D°ukaz. Uvaµzujme funkci ~f = f(t)�f 0(1) (t�1), která splµnuje (21). Postaµcí kdyµz dokáµzeme,
µze D ~f (P;Q) = Df (P;Q). Konjugovaná funkce k ~f je

~f �(t) = f �(t) + f 0(1) (t� 1):

Proto ~f �(0) = f �(0)� f 0(1) a tudíµz podle (20)

D ~f (P;Q)�Df (P;Q) = �f 0(1)
�Z

fq>0g
(p� q) d�+ P (q = 0)

�
= �f 0(1)

�Z
X
(p� q) d�

�
= 0;
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coµz bylo dokázat. �

Pµri analýze diferencovatelných funkcí se µcasto s výhodou vyuµzívá Taylor°uv rozvoj se
zbytkem v Lagrangeovµe nebo Cauchyho tvaru. Pµri analýze konvexních diferencovatelných
funkcí lze výhodnµe vyuµzívat Taylor°uv rozvoj se zbytkem v integrálním tvaru. Pµríslu�nou
formuli uvádíme v následující lemmµe.

Lemma 2. Jestliµze f 2 F splµnuje podmínku (21), pak pro v�echna t > 0 platí

f(t) =

Z 1

t

(s� t) f 00(s) ds:

D°ukaz. Nech ,t f 2 K. Podle Taylorovy vµety se zbytkem v integrálním tvaru (viz napµr.
Fichtengolc [8], str. 147), pro v�echna t > 0 platí

f(t) = f(1) + f 0(1) (t� 1) +
Z t

1

(t� s) f 00(s) ds:

Tudíµz zbývá vyuµzít pµredpoklady f(1) = f 0(1) = 0. �

Lemma 3. Jestliµze f 2 F splµnuje podmínku (21), pak pro v�echna 0 � t1 < t2 � 1
platí f(t1) > f(t2).

D°ukaz. Z Lemmy 2 vidíme, µze pro kaµzdé 0 < t � 1 existuje nezáporná funkce �t(s); pro
kterou

f(t) =

Z 1

0

�t(s) f
00(s) ds:

Navíc, pµri pevných 0 < t1 < t2 � 1 je funkce �t1(s) � �t2(s) nezáporná pro v�echna
0 < s < 1 a kladná v okolí s = 1. Protoµze f 00(s) je podle pµredpokladu nezáporná pro
v�echna 0 < s < 1 a kladná v okolí s = 1, rozdíl f(t1) � f(t2) musí být kladný. Tato
monotonie se roz�íµrí z oblasti 0 < t1 < t2 � 1 do oblasti 0 � t1 < t2 � 1 pµrímo z de�nice
f(0) v (17). �

Z na�ich tµrí jednoduchých lemm snadno vyplyne první velmi závaµzný výsledek ohlednµe
f -divergencí a sice vµeta o oboru hodnot. Poznamenejme, µze pod singularitou P?Q ro-
zumíme situaci, kdy distribuce P a Q mají v �-algebµre S vzájemnµe disjunktní nosiµce.
Singularita je tudíµz nejvy��í moµznou formou nepodobnosti distribucí P a Q.

Vµeta 2. Kaµzdá f -divergence splµnuje nerovnost

0 � Df (P;Q) � f(0) + f �(0): (22)

Levá rovnost nastává právµe kdyµz P = Q, zatímco pravá nastává kdyµz P?Q. Je-li ov�em
horní mez f(0) + f �(0) koneµcná, pak pravá rovnost nastává právµe kdyµz P?Q.

D°ukaz. Z disjunktního rozkladu fq > 0g = fq > pg+ fp > q > 0g+ fp = q > 0g, ze (20)
a z podmínky f(1) = 0 získáme formuli

Df (P;Q) = Cf (P;Q) + Cf�(Q;P ); (23)
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kde

Cf (P;Q) =

Z
fq>pg

f

�
p

q

�
dQ:

Navíc podle Lemmy 1 m°uµzeme pµredpokládat f 0(1) = 0 (pµriµcemµz podle de�nice konju-
gované funkce f � 2 F toto jiµz implikuje podobnou rovnost také pro f �). Tudíµz podle
Lemmy 3 v oblasti fq > pg 2 S platí

f(0) � f
�
p

q

�
> f(1) = 0;

kde rovnost nastane právµe kdyµz p = 0. Integrací tµechto nerovností v oblasti fq > pg
dostaneme

f(0)Q(fq > pg) � Cf (P;Q) � 0;
pµriµcemµz pravá rovnost platí právµe kdyµz q � p Q-s. j., coµz je ekvivalentní P = Q. Levá
rovnost platí, kdyµz p � q P -s. j., pµriµcemµz pro koneµcná f(0) lze �kdyµz�zamµenit za �právµe
kdyµz�. Podobnµe

f �(0)P (fp < qg) � Cf�(Q;P ) � 0;
kde pravá rovnost je ekvivalentní rovnosti P = Q a levá plyne z podmínky q � p Q-s. j.
resp. je s touto podmínkou ekvivalentní. Poµzadovaný výsledek tedy dostáváme z formule
(23) a z toho, µze

p � q P -s. j.q � p Q-s. j.
je ekvivalentní podmínce

q = 0 P -s. j.p = 0 Q-s. j.;

kterou zkrácenµe zapisujeme jako P?Q.

Jako první pµríklad uvedeme divergenci de�novanou pro speciální diskrétní distribuce
jiµz dµríve ve formuli (1). Uvaµzujme funkci f(t) = � ln t ze tµrídy F s limitou f(0) = 1 v
t = 0. Konjugovaná funkce je f �(t) = t ln t s limitou f �(0) = 0. Pµríslu�ná divergence je
tedy podle (20) dána pµredpisem

D(P;Q) =

Z
fp>0g

q ln
q

p
d�+1Q(p = 0) (24)

s konvencemi 0 ln 0 = 0 a 1 � 0 = 0. Tudíµz 1Q(p = 0) je 0 pokud Q(p = 0) = 0,
coµz nastane právµe kdyµz Q � P (absolutní spojitost vzhledem k P ). Toho jsme vyuµzili
v diskrétním modelu uvaµzovaném v (1). Tam totiµz v�echny souµradnice P byly kladné, v
kterémµzto pµrípadµe Q� P platí pro libovolné diskrétní Q = (q1; :::; qK). Je zµrejmé, µze pak
integrál z (24) pµrejde pµri libovolném �� fP;Qg, napµríklad pµri � = P , do tvaru sumy (1),
pokud v ní také respektujeme konvenci 0 ln 0 = 0. Z Vµety 2 pro divergenci (24) dostaneme
obor hodnot

0 � D(P;Q) � 1: (25)

Zde rovnost nule nastane právµe kdyµz P = Q a rovnost nekoneµcnu pµri singularitµe P?Q.
Rovnost nekoneµcnu ov�em m°uµze nastat i jindy, dokonce i pµri absolutní spojitosti Q� P ,
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kdy 1Q(p = 0) = 0. Pro tento úµcel staµcí uvaµzovat na intervalu X = (1;1) vzájemnµe
absolutnµe spojité pravdµepodobnostní hustoty

p(x) = e1�x; q(x) =
1

x2
(26)

pro které platí D(P;Q) =1. Pµritom obrácená divergence D(Q;P ) je koneµcná.

Nyní se budeme vµenovat f -divergenci pro funkci f(t) = t ln t ze tµrídy F , která má
výjimeµcný význam v matematické statistice i teorii informace. V literatuµre se oznaµcuje i
nazývá r°uzným zp°usobem. My ji budeme v dal�ím oznaµcovat symbolemD(PkQ) a nazývat
informaµcní divergence. Protoµze konjugovaná funkce je zde f �(t) = � ln t, z Vµety 1 vyplývá
rovnost

D(PkQ) = D(Q;P );
kde D(P;Q) je divergence (24). Tudíµz podle (24)

D(PkQ) =
Z
fq>0g

p ln
p

q
d�+1P (q = 0) (27)

pµri konvencích 0 ln 0=0 a 1 � 0 = 0. Dále, v�echny vlastnosti D(P;Q) uvedené vý�e
automaticky platí i pro informaµcní divergenci D(QkP ). Tak napµríklad nerovnost (25) a
podmínky P = Q resp. P?Q pro pµríslu�né rovnosti jsou symetrické v P; Q a platí tedy i
pro D(PkQ). Naproti tomu ale obdrµzíme D(PkQ) <1 resp. D(QkP ) =1 pro konkrétní
distribuce P; Q na intervalu X = (1;1) urµcené Lebesguovskými hustotami (26).
Výjimeµcnost informaµcní divergence vyplývá z její aditivnosti

D
�

ni=1Pi





ni=1 Qi� = nX
i=1

D(PikQi); (28)

kde 
 je symbol pro kartézský souµcin. Má se totiµz za to, µze aditivnost informace získaná
ze statistických pozorování je charakteristická vlastnost nezávislosti tµechto pozorování.
Pµritom ze známého logaritmického µre�ení Cauchyovy funkcionální rovnice

�(pq) = �(p) + �(q) pro p; q > 0

lze vyvodit, µze (27) je jediná f -divergence aditivní ve smyslu (28). Chápeme-li tedy diver-
genci Df (P;Q) jako míru informace o P0 2 fP;Qg obsaµzené v pozorování X s výbµerovým
prostorem (X ;S; P0), pak D(PkQ) je jediná taková míra, která kumulaci informace z ne-
závislých pozorování povaµzuje za aditivní proces.

Navíc, informaµcní divergence intimnµe souvisí se základním pojmem teorie informace a
to se Shannonovou informací I(X;Y ) ve stochastickém výstupu Y nµekterého pozorovacího
nebo komunikaµcního kanálu o jeho stochastickém vstupu X. Nech ,t (X; Y ) je dvojice
náhodných veliµcin s výbµerovým pravdµepodobnostním prostorem (X 
Y ; S 
 T ; PX;Y ) a
nech ,t PX resp. PY budou pµríslu�né marginální distribuce na vstupním resp. výstupním
mµeµritelném prostoru (X ;S) resp. (X ; T ). Stochastická kanálová transformace X 7! Y vs-
tupu na výstup je utajena v simultánním rozdµelení PX;Y . Kdyby se kanálem nepµrená�ela
µzádná informace, pak by vstupX a výstup Y byly stochasticky nezávislé náhodné veliµciny,
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tj. platilo by PX;Y = PX 
 PY . Shannon de�noval informaci I(X;Y ) jako pokles entropie
zprávy X v d°usledku pozorování Y , coµz je ov�em ekvivalentní vztahu

I(X;Y ) = D (PX;Y kPX 
 PY ) :

Z nµej je zµrejmé, µze Shannonova informace I(X;Y ) není nic jiného neµz statistická míra
asociace náhodných veliµcin X a Y . Místo informaµcní divergence by bylo moµzné k podob-
nému úµcelu pouµzít libovolnou f -divergenci Df (PX;Y ; PX 
 PY ), ale opµet by se vytratila
d°uleµzitá aditivnost. O f -divergenµcních mírách statistické asociace jako první systematicky
pojednala Zvárová [33].

Zmiµnme se pro úplnost je�tµe o dvou statisticky významných pµríkladech f -divergencí.
První z nich je Pearsonova divergence �2(P;Q) de�novaná funkcí f(t) = (t� 1)2 s konju-
govanou f �(t) = (t� 1)2=t, kde f �(0) =1. Podle (20) tedy

�2(P;Q) =

Z
fq>0g

(p� q)2
q

d�+1P (q = 0) (29)

s konvencí1� 0 = 0. Podobnµe jako u divergencí D(P;Q) a D(PkQ), zde tedy �2(P;Q) =
1 kdyµz neplatí P � Q, ale nekoneµcná Pearsonova divergence je moµzná i pµri P � Q, kdy
P (q = 0) = 0. K d°ukazu staµcí pµrehodit distribuce s hustotami (26). Na podobném prin-
cipu lze zkonstruovat i pµríklad s diskrétním pozorovacím prostorem X = f1; 2; : : :g. Pµri
koneµcném X ov�em z absolutní spojitosti P � Q plyne koneµcnost divergence �2(P;Q).
Poznamenejme, µze f -divergence pµríslu�ná funkci f(t) = (t � 1)2=t, tj. obrácená Pearson-
ova divergence, se nµekdy nazývá Neymanova divergence. Pro tuto divergenci nebudeme
zavádµet speciální symbol.

Posledním pµríkladem bude Hellingerova divergence H2(P;Q) de�novaná funkcí f(t) =
(1�

p
t
2
) z F . Tato funkce je samokonjugovaná, tj. f �(t) = f(t). S tím souvisí, µze

H2(P;Q) =

Z
(
p
p�pq)2 d� (30)

je symetrická v P; Q. Protoµze f(0) = f �(0) = 1, z Vµety 2 dostaneme pro tuto divergenci
obor hodnot

0 � H2(P;Q) � 2; (31)

kde levá rovnost platí právµe kdyµz P = Q a pravá právµe kdyµz P?Q. Lze snadno nahlédnout,
µze odmocnina H(P;Q) je metrika v prostoru pravdµepodobnostních distribucí P; Q na
kterémkoliv mµeµritelném prostoru (X ;S).

V následující sekci ukáµzeme, µze v�echny f -divergence splµnují podmínky (6), (7). Ty,
které mají f ryze konvexní v�ude na (0;1); splµnují také (8). Ná�d°ukaz bude zcela nový,
zaloµzený na výsledku, který prokazuje vzájemnou pµríbuznost a spoleµcnou jednoduchou
reprezentovatelnost v�ech tµechto zdánlivµe r°uznorodých divergenµcních mµer. Jak uvidíme,
jde vlastnµe jen o r°uzným zp°usobem pr°umµerované informace ve statistickém experimentu
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(X ;S; P0), kde P0 je z rodiny P = fP;Qg.

4 Statistická informace a f-divergence

Mµejme systém, který m°uµze být v hypotetickém stavu H s pravdµepodobností � 2 (0; 1) a
alternativním stavu A s komplementární pravdµepodobností 1� �. Máme-li rozhodnout o
stavu bez jakékoliv dal�í informace, pak Bayesovu apriorní pravdµepodobnost chyby

B� = � ^ (1� �)
4
= minf�; 1� �g

dosáhneme, kdyµz se rozhodneme pro stav, který je a priori pravdµepodobnµej�í.

Situace se zkomplikuje, kdyµz vedle apriorních pravdµepodobností �; 1 � � budeme
mít k dispozici také aposteriorní informaci a sice pozorování X s výbµerovým prostorem
(X ;S; P0), kde P0 2 fP;Qg, pµriµcemµz P0 = P kdyµz systém je ve stavu H a P0 = Q; kdyµz je
ve stavuA. Rozhodování o stavu m°uµzeme pµredstavit jako mµeµritelnou funkci ' : X 7! [0; 1],
kde '(X) je pravdµepodobnost, µze zamítneme H. Jsou-li p; q hustoty pµríslu�né distribucím
P; Q jak byly uvaµzovány v (18)�(20), pak integrálZ

(�p'+ (1� �) q(1� ')) d�

pµredstavuje pravdµepodobnost chyby pµríslu�nou rozhodovací funkci ' a

B�(P;Q) = inf
'

Z
[�p'+ (1� �) q(1� ')] d� (32)

je Bayesova aposteriorní pravdµepodobnost chyby. Tato pravdµepodobnost se dosáhne napµrík-
lad pµri Bayesovµe rozhodovací funkci

'B(x) = I(�p(x) � (1� �) q(x)) (33)

pro kterou z (32) dostaneme formuli

B�(P;Q) =

Z
�p ^ (1� �) q d�: (34)

Speciálnµe tedy pro v�echna s > 0 platíZ
p ^ qs d� = (1 + s)B 1

1+s
(P;Q): (35)

Apriorní Bayesova pravdµepodobnost splµnuje podmínku

B� =

Z
[�p'A + (1� �) q(1� 'A)] d�

pro
'A(x) = I(� � 1� �):
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Porovnáním s (32) zjistíme, µze Bayesovy pravdµepodobnosti splµnují nerovnostB� � B�(P;Q).
Rozdíl

I�(P;Q) = B� �B�(P;Q) (36)

bude tím vµet�í, µcím více informace relevantní pro daný problém (tj. pro rozhodnutí mezi
stavy systému H : P0 = P a A : P0 = Q) obsahuje veliµcina X. DeGroot [6, 7] nazval
veliµcinu I�(P;Q) statistickou informací v pozorování X.

Ukáµzeme, µze kaµzdá f -divergenceDf (P;Q) je ve skuteµcnosti váµzená informace I�(P;Q),
kde váha wf (�) > 0 je distribuovaná na pravdµepodobnostech � 2 (0; 1) a závisí na f 2 F .
Za tímto úµcelem se nám hodí dvµe jednoduché lemmy.

Lemma 4. Pro libovolné konstanty p � 0, q > 0 a funkci � : (0;1) 7! [0;1) inte-
grovatelnou na koneµcných intervalech platíZ p=q

1

(p� qs)�(s) ds =
Z 1

0

(qs� p ^ qs)�(s) ds+
Z 1

0

(p� p ^ qs)�(s) ds:

D°ukaz. Je-li p=q � 1, pak

p ^ qs =
�
qs pro 0 < s � p=q
p pro s > p=q

a lemma tudíµz platí. Je-li p=q < 1 pak

p ^ qs =
�
qs pro 0 < s < p=q
p pro s > p=q

a lemma opµet platí. �

Lemma 5. Pro f 2 F platí

f �(0) =

Z 1

0

f 00(s) ds:

D°ukaz. Podle de�nice a Lemmy 2

f �(0) = lim
t!1

f(t)

t
= lim

t!1

Z t

1

t� s
t
f 00(s) ds:

Tvrzení plyne tedy z vµety o monotonní konvergenci integrál°u. �

Vµeta 3. Kaµzdá f -divergence je váµzená statistická informace v tom smyslu, µze pro libo-
volné distribuce P; Q platí

Df (P;Q) =

Z 1

0

I�(P;Q)wf (�) d�;
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kde

wf (�) = f
00
�
1� �
�

�
� 1
�3

pro � 2 (0; 1):

D°ukaz. Podle (20), Lemmy 4 a (35), rozdíl Df (P;Q) � f �(0)P (q = 0) lze vyjádµrit jako
následující integrályZ

fq>0g

"Z p=q

1

(p� qs) f 00(s) ds
#
d�

=

Z
fq>0g

�Z 1

0

(qs� p ^ qs) f 00(s) ds+
Z 1

1

(p� p ^ qs) f 00(s) ds
�
d�

=

Z 1

0

h
s� (1 + s)B 1

s
(P;Q)

i
f 00(s) ds+

Z 1

1

h
P (q > 0)� (1 + s)B 1

1+s
(P;Q)

i
f 00(s) ds:

Dále podle Lemmy 5

f �(0)P (q = 0) +

Z 1

1

h
P (q > 0)� (1 + s)B 1

1+s
(P;Q)

i
f 00(s) ds

=

Z 1

1

h
1� (1 + s)B 1

1+s
(P;Q)

i
f 00(s) ds:

Tudíµz podle (36)

Df (P;Q) =

Z 1

0

(1 + s)

�
1

1 + s
^ s

1 + s
�B 1

1+s
(P;Q)

�
f 00(s) ds

=

Z 1

0

(1 + s) I 1
1+s
(P;Q) f 00(s) ds:

Nyní zbývá pµrejít k substituci 1
1+s

7! �. �

Pro pµríklady f -divergencí uvedené na konci pµredchozí sekce dostaneme z Vµety 3 tyto
reprezentace

D(PkQ) =

Z 1

0

I�(P;Q)
(1� �)�2 d�; (37)

�2(P;Q) =

Z 1

0

I�(P;Q)
�3

d�; (38)

H2(P;Q) =

Z 1

0

I�(P;Q)p
(1� �)3�3

d�: (39)

Pro obrácenou informaµcní divergenci D(P;Q) = D(QkP ) a obrácenou Pearsonovu diver-
genci dostaneme po dosazení pµríslu�ných funkcí f do formule pro wf (�) ve Vµetµe 3

D(QkP ) =

Z 1

0

I�(P;Q)
�(1� �)2 d�;

�2(Q;P ) =

Z 1

0

I�(P;Q)
(1� �)3 d�:
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Tyto výsledky dostaneme téµz z (37), (38) pokud vyuµzijeme zµrejmou rovnost I�(Q;P ) =
I1��(P;Q) a nasadíme substituci 1� � 7! �. Ze v�ech tµechto pµríklad°u je patrné, µze r°uzné
f -divergence se vzájemnµe li�í jen v d°urazu, který se klade na r°uzné apriorní pravdµepodob-
nosti � 2 (0; 1) ve statistickém rozhodování problému, který s divergencí distribucí P; Q
spojujeme.

Hlavním výsledkem této sekce a celé práce je následující vµeta, která se vyjadµruje k pod-
mínkám (6)�(8). Protoµze podmínky (7) a (8) se týkají postaµcujících statistik T : (X ;S) 7!
(Y ; T ), pµripomeµnme klasickou tzv. faktorizaµcní podmínku postaµcitelnosti. Podle ní je
mµeµritelné zobrazení T : X 7! Y postaµcující pro dvojici pravdµepodobnostních distribucí
fP;Qg na (X ;S) s hustotami p = dP=d�, q = dQ=d�, kdyµz existují mµeµritelná zobrazení
�; � : Y ! [0;1) a h : X 7! [0;1) spl
ující �-s. j. na X podmínku

p(x) = �(Tx)h(x); q(x) = �(Tx)h(x):

Je známo, µze toto nastane právµe kdyµz hustota

dP

d(P +Q)
=

p

p+ q
I(p+ q > 0) (40)

bude mµeµritelná vzhledem k pod-�-algebµre ~S � S generované pod-�-algebrou T�1T � S a
�-nulovými mnoµzinami z S. K tomu je nutná a postaµcující ~S-mµeµritelnost mnoµziny f�p <
(1� �) qg pro kaµzdé � 2 (0; 1).

Vµeta 4. V�echny f -divergence Df (P;Q) splµnují podmínky (6) a (7). Je-li navíc druhá
derivace f 00 kladná v�ude na (0;1), tj. je-li f na tomto intervalu ryze konvexní, pak
f -divergence splµnuje také (8).

D°ukaz. (I) Napµred dokáµzeme, µze v�echny f -divergence splµnují (6) a (7). Distribuce ~P =
PT�1, ~Q = QT�1 jsou dominovány na (Y ; T ) �-koneµcnou mírou ~� = �T�1. Poloµzme

~p =
d ~P

d~�
; ~q =

d ~Q

d~�
:

Podle de�nice Radon�Nikodymovy hustoty, pro kaµzdé B 2 T platí

~P (B) =

Z
B

~p(y) d~�(y) =

Z
T�1(B)

~p(Tx) d�(x)

a

P (T�1B) =

Z
T�1B

p(x) d�(x):

Dále podle de�nice ~P platí ~P (B) = P (T�1B), takµze

~p(Tx) = p(x) �-s. j. na X : (41)
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Nyní podle (32) pro mµeµritelné funkce ~' : Y 7! [0; 1] platí

B�( ~P ; ~Q) = inf
~'

Z
Y
[�~p~'+ (1� �) ~q(1� ~')] d�T�1

= inf
~'

Z
X
[�~p(T ) ~'(T ) + (1� �) ~q(T ) (1� ~'(T ))] d�

= inf
~'

Z
X
[�p~'(T ) + (1� �) q(1� ~'(T ))] d� (viz (41))

� inf
'

Z
X
[�p'+ (1� �) q(1� ')] d� = B�(P;Q):

Tudíµz monotonie (6) pro D(P;Q) = Df (P;Q) plyne z vµety 3. Dále z de�nice Bayesovy
rozhodovací funkce (33), která vede na Bayesovu chybu (34) vidíme, µze pµri T postaµcujícím
pro fP;Qg dosáhneme pµri kaµzdém � 2 (0; 1) rovnost B�( ~P ; ~Q) = B�(P;Q) a tudíµz také
rovnost

I�( ~P ; ~Q) = I�(P;Q):
Proto podmínku (7) pro divergence D(P;Q) = Df (P;Q) dostaneme rovnµeµz z vµety 3.

(II) Z°ustaµnme u oznaµcení z pµredchozí µcásti d°ukazu, ale omezme se na f 2 F s druhými
derivacemi f 00(s) > 0 pro v�echna s 2 (0;1). Pak ve Vµetµe 3 máme wf (�) > 0 pro v�echna
� 2 (0; 1). Tudíµz podle jiµz dokázané monotonie z pµredpokladuDf ( ~P ; ~Q) = Df (P;Q) plyne
pro skoro v�echna � 2 (0; 1) rovnost

B�( ~P ; ~Q) = B�(P;Q): (42)

Vzhledem ke spojitosti obou tµechto funkcí v promµenné � 2 (0; 1) m°uµzeme upµresnit, µze
mnoµzina �1 � (0; 1) na které rovnost (42) neplatí je nejvý�e spoµcetná. Uvaµzujme nyní
libovolné pevné � 2 (0; 1) a Bayesovy rozhodovací funkce '; ~' : X 7! f0; 1g, pµri kterých
se dosahují B�(P;Q) a B�( ~P ; ~Q). Není-li � v nejvý�e spoµcetné mnoµzinµe

�2 = f� 2 (0; 1) : �(f�p = (1� �) qg) > 0g ;

pak nulovost rozdílu

B�( ~P ; ~Q)�B�(P;Q) =
Z
[~'(Tx)� '(x)] [�p(x)� (1� �) q(x)] d�(x)

má za následek
� (f~'(Tx) 6= I(�p(x) < (1� �) q(x))g) = 0: (43)

Tato netriviální skuteµcnost plyne z toho, µze pµri kaµzdém � 2 (0; 1) platí �-s. j.

~'(Tx)� '(x) = ~'(Tx)� 1 � 0 pokud �p(x) < (1� �) q(x);

pµri � =2 �2 navíc

~'(Tx)� '(x) = ~'(Tx) � 0 pokud �p(x) > (1� �) q(x)

a
� (f�p(x) = (1� �) q(x)g) = 0:

19



Integrand v posledním integrálu je �-s. j. nezáporný a integrál je nula právµe kdyµz �-s. j.
na X

~'(Tx) = I(�p(x) < (1� �) q(x)):
Ze (43) jiµz plyne ~S-mµeµritelnost podmnoµzin

A = f�p(x) < (1� �) q(x)g ; Ac = X � A0

mnoµziny X . Vskutku, pro

~A = f~'(Tx) = 0g 2 T�1T a doplnµek ~Ac = f~'(Tx) = 1g

platí podle (43)

�
�
~A \ A

�
+ �

�
Ac \ ~Ac

�
= 0

tj. také podmínka
�
�
~A� Ac

�
+ �

�
Ac � ~A

�
= 0

pro ~S-mµeµritelnost mnoµziny Ac a tudíµz i mnoµziny A: Dokázali jsme tedy, µze rovnosti
Df ( ~P ; ~Q) = Df (P;Q) plyne ~S-mµeµritelnost mnoµziny A pro kaµzdé � 2 (0; 1) nepatµrící
do nejvý�e spoµcetné mnoµziny � = �1 [ �2. To ov�em znamená, µze hustota (40) je ~S-
mµeµritelná, tj. µze pro uvaµzované f -divergence podmínka (8) platí. �

5 Zobecnµení

Uvaµzujme sigmoidální funkci

'(y) =
ey � 1
ey + 1

; y 2 R

známou z teorie neuronových sítí (viz napµr. [23]). Funkce

�n(y) = '(n(y � 1)); n � 1

jsou rostoucí na R a antisymetrické kolem y = 1, pµriµcemµz posloupnost funkcí �n je rostoucí
na polopµrímce (1;1) s konstantní limitou 1 a klesající na polopµrímce (�1; 1) s konstantní
limitou �1. Z toho plyne, µze funkce fn de�nované vztahem

fn(t) =

Z t

1

�n(y) dy; t 2 R

jsou konvexní a jejich posloupnost konverguje monotónnµe zdola k funkci

f(t) = jt� 1j; t 2 R: (44)

Tato funkce je konvexní na R, ale ryze konvexní je jen v bodµe t = 1. Je dvakrát spojitµe
diferencovatelná na R s výjimkou bodu t = 1, kde není diferencovatelná v°ubec. Proto
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nepatµrí do tµrídy F studované v pµredchozích sekcích. Nicménµe m°uµzeme na ni aplikovat
základní de�nice práce. Z (16) zjistíme, µze konjugovaná funkce je

f �(t) = f(t) = jt� 1j;

z (17) vyplyne f(0) = f �(0) = 1 a z (18) dostáváme f -divergenci totoµznou s totální variací
(15), tj.

Df (P;Q) = V (P;Q) =

Z
jp� qj d�: (45)

Protoµze nezáporné hustoty p; q splµnují nerovnosti 0 � jp� qj � p+ q, platí

0 � V (P;Q) � 2: (46)

Nutnou a postaµcující podmínkou pro levou rovnost je zjevnµe p = q �-s. j., tj. P = Q zatím
co podobnou podmínkou pro pravou rovnost je q = 0 P -s. j. a p = 0 Q-s. j., tj. P?Q.
Jinými slovy, totální variace splµnuje vµetu 2 pµresto, µze jde o f -divergenci pro f =2 F .
Postaµcitelnost podmínek P = Q resp. P?Q pro rovnost V (P;Q) = 0 resp. V (P;Q) = 2

dostaneme téµz z monotonní konvergence

Vn(P;Q) " V (P;Q) pro n!1; (47)

kterou pro fn-divergence

Vn(P;Q) = Dfn(P;Q) =

Z
q fn

�
p

q

�
d� (48)

lze vyvodit z monotonní konvergence fn " f dokázané vý�e. Funkce fn patµrí do F protoµze
jsou dvakrát spojitµe diferencovatelné na R. Navíc

fn(0) = �
Z 1

0

�n(y) dy " 1 pro n!1;

protoµze �n # �1 na intervalu (�1; 1). Podobnµe

f �n(0) = lim
f!1

1

t

Z t

1

�n(y) dy " 1 pro n!1

se dá vyvodit z konvergence �n " 1 na intervalu (1;1). Pµritom druhé derivace

f 00n(t) = �
0
n(t) =

2n en(t�1)

(en(t�1) + 1)
2

jsou kladné v�ude na R. Tudíµz Vµeta 2 zaruµcuje pro fn-divergence Vn(P;Q) obory hodnot

0 � Vn(P;Q) � fn(0) + f �n(0) < 2

s tím, µze Vn(P;Q) = 0 právµe kdyµz P = Q a Vn(P;Q) = fn(0) + f �n(0) právµe kdyµz P?Q.
Z konvergence (47) je vidµet, µze totální variace splµnuje i vµetu 4 pµresto, µze jde o f -

divergenci s f =2 F . Skuteµcnµe, budiµz T statistika uvaµzovaná v (6)�(8). Podle vµety 4 platí
pro v�echny fn-divergence

Vn(PT
�1; QT�1) � Vn(P;Q);
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kde rovnost nastane právµe kdyµz T je postaµcující pro fP;Qg. Tudíµz ze (47) je jasné, µze
totální variace splµnuje (6) a (7). Z rovnosti limit V (PT�1; QT�1) = V (P;Q) v�ak je�tµe
neplyne rovnost Vn(PT�1; QT�1) = Vn(P;Q) pro nµekteré n � 1 a tudíµz ani postaµcitelnost
T pro fP;Qg. K doloµzení toho, µze totální variace skuteµcnµe nesplµnuje (8) staµcí uvaµzovat
diskrétní distribuce

P = (1=2; 1=2; 0); Q = (0; 1=2; 1=2)

na X = f1; 2; 3g a statistiku T : X 7! Y = f1; 2g, kde T (1) = 1, T (2) = T (3) = 2.
Tato statistika není postaµcující pro fP;Qg. Pµritom indukuje na Y diskrétní distribuce
~P = PT�1 = (1=2; 1=2) a ~Q = QT�1 = (0; 1) s totální variací

V ( ~P ; ~Q) =
2X
j=1

j~p(j)� ~q(j)j = 1

2
+
1

2

stejnou jako

V (P;Q) =
3X
j=1

jp(j)� q(j)j = 1

2
+
1

2
:

V pµripravované práci Lieseho a Vajdy [19] je odvozené zobecnµení klasického Taylorova
rozvoje (viz d°ukaz lemmy 2) na v�echny konvexní funkce f : (0;1) 7! R. Pomocí to-
hoto zobecnµení je moµzné Vµety 2�4 a jejich d°ukazy roz�íµrit na f -divergence pro v�echny
konvexní funkce f : (0;1) 7! R standardizované do tvaru f(1) = 0, které jsou ryze kon-
vexní v bodµe 1 (tj. které nejsou lineární v µzádném otevµreném okolí tohoto bodu). Vµet�ina
takových funkcí nebude zµrejmµe ve tµrídµe F .
Pµríkladem m°uµze být funkce (44), pro kterou Df (P;Q) je totální variace V (P;Q). Ze

zobecnµených verzí vµet 2 a 4 vyplynou pro totální variaci automaticky obµe tvrzení doka-
zovaná v této sekci pµrímo, resp. s vyuµzitím fn-divergencí pro posloupnosti fn 2 F . Ze
zobecnµené verze vµety 3 vyplyne rovnost

V (P;Q) = 4I1=2(P;Q) = 4
�
B1=2 �B1=2(P;Q)

�
; (49)

kde B1=2 = 1=2 a B1=2(P;Q) jsou Bayesovy pravdµepodobnosti chyb pµri stejnµe pravdµepo-
dobné hypotéze a alternativµe. Tuto rovnost m°uµzeme nezávisle ovµeµrit integrací vztahu

jp� qj = p+ q � 2minfp; qg

mezi hustotami p = dP=d� a q = dQ=d�. Totální variace je tedy (aµz na jednotku)
statistickou informací pµri stejnµe pravdµepodobné hypotéze a alternativµe.

Podµekování. Tato práce vznikla v letech 2005-2006 za podpory grantových projekt°u
AV µCR A1075403 a M�MT 1M0512.
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