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Uvod

Prvni zndmou mirou informace v ndhodném pozorovéni se stala Fisherova informace,
viz napf. Andél [2] anebo podrobngji Lehmann a Casella [17]. Slo o informaci ohledné
nezndmého parametru, na kterém zavisi rozdéleni tohoto pozorovani. Zakladatel teorie in-
formace Shannon [28] prisel s myslenkou méfit informaci ndhodného pozorovéni ohledné
nezndmého nahodného parametru poklesem entropie parametru v dtsledku tohoto po-
zorovani. Podle néj je tedy informace ddna rozdilem apriornf a aposteriorni entropie para-
metru. Tuto informaci lze ekvivalentné vyjadiit jako jistou logaritmickou miru neshody
(divergence) D(P, Q) mezi spoletnou distribuci P parametru a pozorovéni a sou¢inem )
distribuce parametru a distribuce pozorovani. Vime, ze ) mize byt také spole¢nou dis-
tribuci parametru a pozorovéni, ale jen v piipadeé jejich vzdjemné nezdvislosti. Shannonova
informace je tedy mirou statistické asociace mezi pozorovinim a parametrem.

Logaritmickd mira divergence D(P, () zavedend v teorii informace ma v piipadé
diskrétnich pozitivnich distribuci P = (p1,p2, .., 0x), @ = (q1,G2, - - -, q) tvar

K
D(P,Q) =Y plnE, (1)
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kde misto pfirozeného logaritmu In lze uzit i logaritmus o jiném zdkladu. Kullback a
Leibler [15] interpretovali tuto divergenci jako diskrimina¢ni informaci pii testovani hy-
potézy H : P proti alternativé A : @), zobecnili ji na libovolné distribuce (pravdépodob-
nostni miry) P, () na obecném méfitelném pozorovacim prostoru (X, S) a ukdzali, ze jeji
zachovani charakterizuje postacitelnost transformaci pozorovaciho prostoru. Pozoruhodné
vlastnosti této divergence zkoumala pozdéji fada autort, napi. Perez [26], Gelfand a spol.
[9] a zejména Kullback [14], ktery systematicky studoval jeji statistické aplikace. Mimo
jiné ukdzal, ze Fisherova informace o daném parametru 6, € © je mirou citlivosti dis-
tribuce pozorovéni Py na zménu parametru 6 € © v okoli #y, pokud tuto citlivost méiime
divergenci D(Fy, Py,). Moznost pouziti jinych divergenci a dokonce moznost zobecnéni
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Fisherovy informace touto cestou byla pozdéji studovdana Kaganem [13] a Vajdou [29]. Z
nejnovéjsich praci ohledné zobecnéné Fisherovy informace 1ze citovat napiiklad [12].

V gedesatych letech ptispéli do oblasti informace a divergence pravdépodobnostnich
distribuci vyznamnym zptisobem Csiszér [4, 5] a De Groot [6, 7]. Csiszér (a nezévisle téz
Ali a Silvey [1]) si povsimli, ze zdkladem zddoucich vlastnosti divergence (1) je konvexnost
funkce f(t) = tlnt a zavedli obecnéjsi f-divergence D(P, () pro konvexni funkce f :
(0,00) — R, které jsou v bodé 1 ryze konvexni a standardizované do tvaru f(1) = 0. Pro
P, Q) uvazované v (1) jsou tyto zobecnéné divergence dané formuli

Dy(P,Q) = quf (Z—) | @)

Toto umoznilo vedle diskrimina¢ni informace typu (1) pokryt jednotnym zptisobem dalsi
znamé statistické divergence jako napiiklad Pearsonovu divergenci, kterd ma pro P, ()
uvazované v (1) tvar

2pQ =y e 3)

1 qk
nebo Hellingerovu divergenci, kterd mé pro tato P, @) tvar
K

HAP,Q) =3 (Vi — var)*. (4)
k=1

Obecny pojem f-divergence dovolil vylozit mnoho zdanlivé riiznorodych metod stati-
stického rozhodovéni (odhadovéani a testovédni) jako specidlni piipady univerzalni metody
zalozené na divergenci empirického a teoretického rozdélent a jako takové je déle zobecnit.
Pod zobecniovanim nemédme na mysli jen odvozovan{ alternativnich metod pro klasické sta-
tistické modely, ale téz rozsifovani metod z klasickych modelti na modely s pozorovdnimi
typu nahodnych procest a ndhodnych poli. Obecné f-divergence jsou totiz dobfe defino-
vané i na abstraktnich pozorovacich prostorech pfislusnych takovym pozorovanim.

De Groot ptispél v jiném sméru nez Csiszdr, totiz novou definici statistické informace,
odlisné od Fisherovy definice. Jeho informace je obdobou Shannonovy, pouze misto en-
tropie neznamého parametru uzivd Bayesovo riziko pii rozhodovani o tomto parametru
(specidlnim piipadem je riziko pfi ztratové funkei typu 0 - 1, t.j. Bayesova pravdépodob-
nost chyby pii identifikaci parametru). Tudiz statistickou informaci v nghodném po-
zorovani je rozdil mezi apriornim a aposteriornim Bayesovym rizikem. Na rozdil od Shan-
nonovy informace motivované komunika¢ni situaci, zde mdme jasnou statistickou moti-
vaci. Vzdjemnd souvislost mezi f-divergencemi D;(P, Q) a Ge Grootovymi statistickymi
informacemi v dichotomickém rozhodovacim modelu s podminénymi distribucemi P, @) a
riznymi ztrdtovymi funkcemi prozkoumali Osterreicher a Vajda [24]. Dokazali, ze kazd4
statistickd informace je f-divergence pro nékteré f a kazdd f-divergence je statisticka
informace pro nékterou ztratovou funkci. Navic dokdzali, ze vSechny f-divergence jsou
priumérné statistické informace méfené poklesem Bayesovy pravdépodobnosti chyby v
duasledku pozorovani, kde prameér se bere pres apriorni pravdépodobnosti = € (0,1) hy-
potézy H : P. Ruzné f-divergence se tedy lisf jen rtznou distribucf vah na prostoru apri-
ornich pravdépodobnosti 7, ale v zdsadé jde vesmés o primérné rozdily mezi apriornimi
a aposteriornimi Bayesovymi pravdépodobnostmi chyb.



Studium divergenci pravdépodobnostnich distribuci a jejich vyuziti ve statistickém
rozhodovani predstavuje jeden z tradi¢nich mezindrodné uzndvanych a mezinarodné pod-
porovanych vyzkumnych smérit UTIA AV CR. Napiiklad v monografii [18] byly sys-
tematicky prostudovdny obecné vlastnosti f-divergenci a vlastnosti nékterych dulezitych
parametrickych t¥id téchto divergenci. Z dlouhé fady praci vénovanych v rdmci tohoto
vyzkumu statistickym aplikacim f-divergenci lze uvést napiiklad [20, 31, 21, 11, 3, 10].
Dale v praci [25] bylo dokdzéno, Ze jedinymi mirami divergence, jejichz zachovéni charak-
terizuje postacitelnost transformaci pozorovaciho prostoru, jsou f-divergence. V [30] jsou
uvedeny podminky, pii kterych posloupnost kvantovani pozorovactho prostoru zarucuje
asymptoticky nulové ztraty zobecnéné Fisherovy informace i f-divergence. V soucasnosti
jsou metody testovdni a odhadovani zalozené na f-divergencich empirickych a teoretick-
ych distribuci predmétem vyzkumu v UTIA v grantu AV CR: Nové vysledky v testovani
dobré shody a taktéz predstavuji jeden z hlavnich sméra vyzkumu v rdmci Aplika¢niho
Centra UTIA: Data, algoritmy, rozhodovéni ziizeného z iniciativy MSMT CR.

V této préaci, v sekcich 1 a 2, uvddime do problematiky divergen¢nich mér v teorii
informace a matematické statistice. V sekci 3 definujeme obecnou tiidu f-divergenci a v
sekcich 4 a 5 jednak odvozujeme zdkladni vlastnosti téchto divergenci a také objasiiujeme
jejich vztah ke statistickym informacim. I kdyz tato prace pojedndva o vesmés zndmych
pojmech a vysledcich, prece jen je v pfevazné mife pivodni a novd. Konkrétné, pojed-
néni o nejznaméjsich vzdalenostech pouzivanych v teorii pravdépodobnosti a matematické
statistice a jejich vztahu k postacujicim statistikdim v sekci 2 je nové a pifklady v této
sekci (i nekteré dalsi v jinych sekcich) jsou ptavodni. Déle, nové a pavodni jsou vsechny
ditkkazy uvedené v praci. Totiz, dikazy zdkladnich vlastnosti f-divergenci se v piedchozi
literatute opiraly o Jensenovu nerovnost, zejména jeji verzi pro podminéné distribuce,
jejiz rigorézni formulace a dikaz nejsou zrovna jednoduché. V této priaci uvddime nové
ditkazy téchto vlastnosti bez jakéhokoliv odkazu na Jensenovy nerovnosti. Nové dikazy
jsou jednoduché a opiraji se jen o obycejny Tayloriiv rozvoj funkce f se zbytkem v inte-
gralnim tvaru. Dan, kterd se za tuto jednoduchost plati, je pfedpoklad dvoji spojité difer-
encovatelnosti funkce f. Avsak prakticky vsechny f-divergence pouzivané ve statistick-
ych aplikacich tento pfedpoklad splnuji. Vyjimkou je totalnf variace, pro kterou zakladni
vlastnosti dokazujeme pomoci aproximaci f,-divergencemi s dvakrat spojité diferencov-
atelnymi funkcemi f,,. Déle, zminénym Taylorovym rozvojem nové dokazujeme i vétu o
reprezentaci f-divergenci primérnymi statistickymi informacemi. Nase metoda je pod-
statné jednodussi nez piedchozi, zalozend na Jensenovych nerovnostech v préci [24]. V
zéveéru se zminujeme o moznosti rozsifeni postupu pouzitého v této préaci na f-divergence
s libovolnymi nediferencovatelnymi funkcemi f.

1 Divergence pravdépodobnostnich distribuci

Uvazujme standardni model matematické statistiky, kde je ddn méfitelny pozorovaci pros-
tor (X,S) a ndhodné pozorovani X popsané pravdépodobnostnim prostorem (X, S, F).
Pravdépodobnostni distribuce Py (pravdépodobnostni mira) se povazuje za nezndmou a
dva zékladni problémy matematické statistiky jsou (i) testovat na zdkladé pozorovani X



hypotézu H : Py € P resp. (i) najit na zakladé pozorovani X odhad P € P neznamého
Py, kde v obou pifpadech P je néktera dand tiida pravdépodobnostnich distribuci na pros-
toru (X,S). Obé tyto ulohy se obvykle fesi na zdkladé vhodné ¢iselné miry divergence
D(P, Q) definované pro libovolné dvojice distribuci P, @) na (X, S).

Termin divergence obecné oznacuje rozdilnost, neshodu, odchylku, rozbihani se. Pod
divergenci D(P, Q)) tedy budeme rozumét nezépornou miru rozdilnosti, neshody distribuct
P a Q. Ocekdvame, ze divergence bude reflexivni v obvyklém smyslu

D(P,Q)=0 prave kdyz P =Q, (5)

ale nevyzadujeme nutné ani symetrii D(P, Q) = D(Q, P) ani trojihelnikovou nerovnost.
Proto se vyhybdame béznéjsimu terminu vzdalenost. Misto béznych metrickych vlastnosti
spise pozadujeme, aby hodnota divergence D(P, Q) charakterizovala jak snadné je v pii-
padé Py € {P,Q} odligeni distribuce P od distribuce ). Tato tiloha nemusi byt symetricka
v P, Q. Napriklad je-li (X, S) borelovska pifmka (R, B) a P, @ jsou rovnomeérné distribuce
na intervalech (0,10) a (0, 1), pak bezchybné zamitnuti hypotézy H : Py = @) na zdklade
pozorovani X je mnohem snazsi nez bezchybné zamitnuti alternativy A : Py = P.

Misto symetrie a trojihelnikové nerovnosti pozadujeme od dobré statistické miry di-
vergence jinou vlastnost a sice monotonii vici transformacim pozorovani

D(PT', QT ') <D(P,Q) pro T:(X,8)— (V,T). (6)

Zde symbol (X,S) — (), 7) znamend, ze jde o zobrazeni T : X +— Y, pficemz obraz )
pozorovaciho prostoru X je vybaven o-algebrou 7 a zobrazeni T' je méfitelné v bézném
smyslu 771(7) C S. V tomto pifpadé transformaci T' nazyvame statistika. Ddle, PT~!
a QT jsou pravdépodobnostni distribuce (miry) indukované statistikou 7 na novém
pozorovacim prostoru (), 7T ), definované pro viechna B € T vztahy

PTYB)=P(T'B) a QT YB)=Q(T'B).

Nerovnost (6) predstavuje velmi srozumitelnou skutecnost, ze totiz transformaci po-
zorovani (prekédovanim statistickych dat) nelze docilit vyssi rozlisitelnost pravdépodob-
nostnich distribuci. V jednom dilezitém specidlnim piipadé by se vsak rozlisitelnost méla
zachovat. Totiz tehdy, kdyz statistika T je v tradi¢nim statistickém smyslu postacujici pro
dvojici { P, Q}. Pfirozenou doplitkovou podminkou k (6) je tudiz invariance divergence viici
postacitelnym transformacim dat, tj.

D(PT ', QT ') = D(P,Q) kdyz T je postacujici pro {P, Q}. (7)

Obvykle pozadujeme vic a sice, aby netrividlni (kone¢nd) divergence byla uplnym invari-
antem postacitelnych transformaci, tj. aby krome (7) platilo

T je postacujici pro {P,Q}, kdyz D(PT', QT ") = D(P,Q) < cc. (8)
V nasledujici sekci uvedeme nekonecnou t¥idu divergenci splnujicich podminky (5)—(8).

Ve statistickych tlohdch (i) a (ii) ze zacatku této sekce se pozorovéani X ¢asto trans-
formuje méfitelnym zptsobem na urcitou tzv. empirickou distribuci (pravdépodobnost-
ni miru) ¢ na pozorovacim prostoru (X, S). (Pod méfitelnym zpisobem se rozumi, ze
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pravdépodobnosti Q(A) jevi A € S jsou méfitelnymi funkcemi pozorovéni X.) Vedle em-

pirické distribuce @ jsou k dispozici na (X, S) teoretické distribuce P z dané hypotetické

rodiny P. Hypotéza H : Py € P v tloze (i) se obvykle zamita, kdyz testovaci statistika
T(X) = inf D(P.Q) )

pPeP

presdhne urcitou kritickou hodnotu ¢ > 0. (Poznamenejme, ze S-méftitelnost pravdépo-
dobnosti Q(A), A € S obvykle postaéf k méfitelnosti statistiky 7'(X) : (¥,S) — (R, B)
definované v (9).) Podobné odhad P v uloze (ii) se definuje z podminky

P = argminpep D(P,Q), (10)
resp. z podminky, aby se pfili§ nelisil od argumentu minima uvazovaného v (10), viz
napiiklad [31].

Uloha divergence v fesenich (9) a (10) statistickych tloh (i) a (ii) asto nenf na prvni
pohled patrné. Pro ilustraci uvazujme jednoduchy piiklad, kdy na konetném souc¢inovém

pozorovacim prostoru
X =A{1,....m}"

je dédna parametrickd rodina souc¢inovych modeli P = {P}' : § € ©}, kde

By = (po(1), ..., po(m))

jsou pozitivni diskrétni distribuce na {1, ..., m} zdvislé na parametru 6 z nékteré neprazdné
mnoziny © C R®. Budeme fesit statistickou tlohu (ii), kdy na zdkladé pozorovani X =
(X1, Xa,...,X,) s koneé¢nym vybérovym pravdépodobnostnim prostorem (X, Py) méme
najit odhad P nezndmého rozdélent Py. O tomto rozdélenf budeme predpokladat, ze patii
do rodiny P, tj. ze
P() - Pglo,

kde 6y je nékterd nezndmé hodnota parametru 6 € ©O. Pozoroviani X definuje na X
soucinové empirické rozdéleni Q™, kde

Q = (q(1),...,q(m))

je diskrétni rozdéleni na {1,...,m} dané formulf
1 n
V==Y Ixi=j), 1<j<
q(7) "2 (Xi=J), 1<j<m

pricemz symbol I(A) rezervujeme pro indikitor jevu A C X. Pravdépodobnosti ¢(j) jsou
tedy relativni ¢etnosti jevi j € {1,...,m} ve vybéru X.

Uvazujme nyni divergenci (1) s tim, ze distribuce @ = (q1, ..., ¢x) nemusi nutné byt
pozitivni. Pro piipad ¢, = 0 pfijmeme v (1) konvenci 01n 0 = 0. Pak obdrzime

D(F;,Q") = nD(Pg,Q):an(j)ln;;])

= —H(Q") = Ln(0).

7
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V této formuli
m

H(Q") =-n) q(j)Ing(j)
j=1
oznacuje entropii empirického rozdéleni Q" a
Lo(0) = > > I(X;=j)Inps(j)

7=1 =1

— lang(Xi)
i=1
= In P} (X)

oznacuje logaritmus vérohodnosti rozdéleni Py € P pii daném pozorovani X. Metodou
minimalni divergence (1) ziskdme tudiz odhad

P=Prep
neznédmého rozdéleni Py = ng kde
0 = argmaxy g Ly, (0) (11)

nenf nic jiného nez maximélné vérohodny odhad nezndmého parametru 6, € © v obec-
ném diskrétnim modelu {Fy = (po(1),...,pe(m)) : @ € O} s n nezévislymi pozorovanimi
X = (X1,...,X,). Jinymi slovy, klasicky maximalné vérohodny odhad 6 dostaneme jako
specidlni pripad odhadu (10) pf#i divergenci (1). Podobné lze ukézat, ze klasicky vérohod-
nostnf test hypotézy 0, € © v obecném diskrétnim modelu 1ze ziskat jako specidlni piipad
testu hypotézy H : Py € P zalozeného na statistice (9) pii divergenci (1).

Tyto vysledky 1ze rozsifit i na maximalné vérohodné odhady a zobecnéné vérohodnos-
tni testy v libovolnych (ne nutné diskrétnich) statistickych modelech (podrobnéji viz Liese,
Vajda [18]). Jestlize pouzijeme jiné divergence nez (1), pak dostaneme jiné odhady a testy.
Nékteré z nich jsou jiz vyuzivany ve statistice, jiné zatim nikoliv. Jak jiz bylo feceno, sys-
tematické studium téchto odhadi a testl a jim pifslusnych divergenci je soucésti probiha-
jictho vyzkumu na UTIA AV CR.

2 Vzdalenosti které nejsou divergencemi

V teorii pravdépodobnosti a matematické statistice se jiz téméft sto let s ispéchem vyuzi-
vaji vhodné vzdalenosti p( P, ) pravdépodobnostnich distribuci P, @). Nejznaméjsi z nich
probereme z hlediska zptisobilosti vyhovét podminkdam (5)—(8). Protoze reflexivnost (5)
je u téchto vzdélenosti samozfejma, budeme se zajimat jen o monotonii (6) a invarianci
(7) resp. (8).

Pro distribuce P, ) na borelovské pifmce (X,S) = (R,B) se bé&zné pouziva Kol-
mogorova vzddlenost

pr (P, Q) = sup [F(x) — G(z)], (12)

zeR
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kde F'(z) = P((—o0,2)) a G(z) = Q((—00, z)) jsou (zleva spojité) distribu¢ni funkce piis-
lugné P a (). Jak zndmo, Kolmogorova vzddlenost je metrika v prostoru vsech pravdépodob-
nostnich distribuci na (R, B). Tato vzddlenost vsak neni monotonni ve smyslu (6) ani
invariantni ve smyslu (7). Vhodnou transformaci dat 7' : R — R mizeme totiz tuto
vzdalenost zvétsit. Jako piiklad miizeme vzit distribuce P, ) s hustotami

plx) = I(-l<z<-1/2)+1(0<z<1/2),
qlz) = I(-1/2<2<0)+I1(1/2<x<1)

a transformaci
T(z) =z [{(|lz| = 1/2) = I(|z] < 1/2)],

pticemz symbolem [(A) oznacujeme indikator jevu A. Zde
pr(P,Q) = F(=1/2) = G(=1/2) = F(1/2) = G(1/2) = 1/2
a distribuce P = PT!, Q = QT majf hustoty
plx)=1(-1<z2<0), Gx)=I0<z<1)

takze o 3 .
pr(P,Q) = F(0) = G(0) =1,
coz je ve sporu s monotonii (6). Transformace T' je pfitom jedno-jednoznacnd a tudiz

postacujici pro jakoukoliv dvojici {P, Q}. Z tohoto divodu vzddlenost py nespliiuje ani
podminku (7). Na druhé strané, modifikovang transformace

T(x) =z [I(|z] = 1/2)]

neni postacujici pro {P, Q}, protoze rozdilny pritbéh hustot p a ¢ na intervalu —1/2 <
r <1 /2 mneni touto transformact postizen. Pritom pro piislusné distribuce P = PT -1
Q = QT resp. distribu¢ni funkce F', G a viechna —1/2 < z < 1/2 plat{

To znamend, ze vzdalenost pj taktéz nespliuje podminku (8).

Presto je Kolmogorova vzdédlenost vhodna pro nékteré specidlni statistické aplikace.
Napiiklad za hypotézy H : Py = P se ukdazal jako schiidny vypocet asymptotického
rozdéleni znamé Kolmogorov—Smirnovy statistiky px (P, @), kde @,, oznacuje empirické

rozdéleni
1 n
n = — dx.
Qn =~ ; X;

na (R, B) prislusejici nezavislému vybéru X = (X, X, ..., X,,) pii hypotéze H. Rovnéz
statistické odhady minimalizujici statistiku py (P, Q,) v podobném smyslu jako odhady
definované v (9), vykazuji nékteré zaddouci vlastnosti, podrobnéji viz Kis [16].

Dalsim zndmym pojmem je Lévyho vzddlenost

p(P,Q)=inf{e>0: F(x—¢)—e <G(z) < F(x +¢)+¢e Vo eR},
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kde P, @Q a F, G jsou stejné jako v (12). Je zndmo, ze Lévyho vzdalenost je metrika
v prostoru pravdépodobnostnich distribuci na (R, B), kterd metrizuje topologii slabé kon-
vergence. Porovnanim posledni formule s formul{

p(P,Q)=inf{e >0: F(z) —e < G(z) < F(x) +¢, Vz € R},

kterd je ekvivalentni s (12) vidime, ze pg(P,Q) je maximdlni vzdalenost mezi grafy
distribu¢énich funkei F' a G naméfend ve sméru osy y zatimco p; (P, Q) je maximéln{
vzdéalenost mezi témito grafy naméfend ve sméru osy y = —z. Odsud jiz snadno nahléd-
neme, ze stejné piiklady P, Q) a T, které jsme vyuzili k ukdzce, ze Kolmogorova vzdélenost
nesplituje podminky (6), (7) a (8), staci také k dikazu, ze ani Lévyho vzdélenost nesplituje
tyto tfi podminky.

Necht' (X, S, 1) je nyni libovolny o-kone¢ny prostor s mirou a P, ) pravdépodobnostn{
miry na (X, S) dominované mirou p (symbolicky, { P, Q} < p). Pak miry (distribuce) P, @
jsou jednoznacné dané mirou p a Radon—Nikodymovymi hustotami

o dg

_ 4 _ 1
e A (13)

na prostoru X. Budeme se zajimat o zndmou t¥idu metrickych vzdélenosti

nrQ = ( |p<x>—q<x>|adu<x>)1/a, 0>l (14

na prostoru distribuci dominovanych danou mirou u. Je-li & > 1 pak vzdélenost p, (P, Q)
obecné nespliiuje podminky (6), (7) a (8). Pro dolozeni tohoto tvrzeni zvolme nejbéznéjsi
pozorovaci prostor (X,S) = (R, B) s Lebesguovou mirou p a distribuci P, @) s hustotami

p)=10<z<1), qx)=I10<z<2)/2.
Pro tyto hustoty z (14) obdrzime
Pa(P,Q) = [(1/2) + (1/2))/* = (27%)

Pfitom linedrni transformace Tz = x/2 na R indukuje distribuce P=PT ' Q=QT"
s hustotami

Yo 1 piia> 1.

plx)=210<z<1/2), qx)=I10<z<1).
Pro tyto distribuce dostaneme z (14)

pa(P.Q) = (1/2+1/2)"* =1,

coz presahuje p, (P, Q). Proto nemutze platit (6) ani (7). Podobné jako v piipadé Kol-
mogorovy vzdalenosti se dd snadno ukdzat, ze nemize platit ani (8).

Specidlni pifpad o = 1 je v mnoha ohledech odlisny od toho, co jsme shledali pii
a > 1. Predevsim v tomto piipadé integrél v (14) nezavisi na volbé dominujici miry p.
Protoze kazda dvojice P, () distribuci je dominovana kone¢nou mirou p = P+ @), formule
(14) definuje vzdalenost p, (P, Q) pro vsechny distribuce P, ) na libovolném méfitelném
prostoru (X, S). Jelikoz

V(P,Q) = / p—qldu (15)
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je totdlni variace znaménkové miry P — @) na prostoru X, misto p,(P, Q) se zpravidla
pouzivd symbol V' (P, @) a piislusna hodnota se obvykle nazyva totélni variace distribuci P
a ). V posledni sekci uvidime, ze totaln{ variace spliiuje podminky (6) a (7) ale nesplituje
(8). K dolozeni toho, ze totdlni variace skuteéné nespliiuje (8) sta¢i uvazovat diskrétni
distribuce

P=(1/2,1/2,0), Q=(0,1/2,1/2)
na X = {1,2,3} a statistiku 7 : X +— Y = {1,2}, kde T(1) = 1, T(2) = T(3) = 2.
Tato statistika nenf postacujici pro {P,Q}. Pfitom indukuje na ) diskrétni distribuce
P=PT1'=(1/2,1/2) aQ = QT ' = (0,1) s totélnf variaci

2

stejnou jako

3 Nekonec¢na tiida divergenci

V této sekci budeme definovat nekoneénou t¥idu divergenci pomoci funkei f : (0,00) — R
standardizovanych ve smyslu f(1) = 0, které jsou dvakrét spojité diferencovatelné na
(0, 00), pricemz druhd derivace f” je na celém tomto intervalu nezaporna a v okoli bodu 1
je kladnd. TFidu v8ech takovych funkei ozna¢ime symbolem F. Funkce f € F jsou zfejmé
konvexni na intervalu (0, 00) a ryze konvexni v okoli bodu 1. Déle, s kazdou f patiici do
F tam ziejmé patif i konjugovand funkce f* definovand vztahem

fr(t) =tf(1/t), >0 (16)
Vsechny funkce f € F spojité rozsifujeme do bodu 0, tj. klademe
F(0) = lim f(2), (17)

kde limita f(0) mize piipadné byt +oo.
Necht' nyni P, @) jsou libovolné pravdépodobnostni distribuce na néjakém métitelném
prostoru (X,S) a
_dpP _dQ
T T
hustoty téchto distribuci vzhledem k néjaké o-kone¢né mife p na (X, S). Pro kazdé f € F
definujme f-divergenci distribuci P, () jako integral

Dy(P,Q) = /Qf (g) du, (18)



kde zaml¢ujeme proménnou x € X v hustotach p, ¢ a integracni obor X pod symbolem
pro integral (srovnej formule (15) a (14)).

Protoze hustoty p, ¢ jsou obecné nezaporné, musime integrand v (18) rozsifit z oblasti
p >0, ¢ > 0 na cely kvadrant p > 0, ¢ > 0 v R?. Toho lze docilit mnoha zpiisoby. My
volime formuli

0f <§> =pf*(0) s konvenci 0f*(0)=0. (19)

Pii p > 0 se zjevné jednd o spojité rozsifeni. P#i obecném p > 0 jde o rozsifeni konvexni a
zdola polospojité v R?. Funkce pf(p/q) je totiz konvexni v proménnych (p,q) € [0, 00) x
(0,00) a jako takovd musi zistat konvexni i po spojitém rozsiteni do konvexni oblasti
[0, 00) %[0, 00) s vyjmutym bodem (0, 0). Protoze piip > 0 plati pf(p/p) = f(1) = 0, zdola
polospojité rozsiteni do bodu (0,0) vyzaduje 0f(0/0) < 0, zatimco konvexni rozsifent
vyzaduje 0f(0/0) > 0. Proto (19) piedstavuje jediné konvexni zdola polospojité rozsifeni
integrandu v (18) na cely uzavieny kvadrant p > 0, ¢ > 0.

S vyuzitim konvence uvedené v (19) mizeme (18) piepsat do tvaru

Dy(P.q) = /

{g>0}

of (g) djit £4(0) P(q = 0), (20)

odkud lze nahlédnout, ze hodnota D¢(P, ()) nezavisi na zvolené dominujici mife s.

Prvnim dusledkem formule (20) je tento dilezity vysledek.

Véta 1. Pro kazdé f € F a libovolnou dvojici distribuci P, ) plati

kde f* € F je funkce konjugovand k f ve smyslu (16).
Dikaz. Ziejmé ze (20) a (16).

Dalsi dusledek formule (20) predstavuje uzitecné pomocné tvrzeni.

Lemma 1. Ve formulich (18) nebo (20) lze bez djmy na obecnosti predpoklddat, ze
f € F splinuje podminku
71 =o. (21)

Diikaz. Uvazujme funkci f = f(t)—f'(1) (t—1), kterd spliuje (21). Postact kdyz dokdzeme,
ze Di(P, Q) = Dy(P, Q). Konjugovand funkee k f je

Fr)y= 1)+ f'(1) (¢ = 1).
Proto f*(0) = f*(0) — f'(1) a tudiz podle (20)

DHP.Q) - Dy(P.Q) = —f(1) { /{ = du+P<q—o>}

= —f(1) [/X(p—q) du} =0,
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coz bylo dokézat. O

Pti analyze diferencovatelnych funkci se ¢asto s vyhodou vyuzivd Taylortv rozvoj se
zbytkem v Lagrangeové nebo Cauchyho tvaru. Pti analyze konvexnich diferencovatelnych
funkcf 1ze vyhodné vyuzivat Taylortiv rozvoj se zbytkem v integralnim tvaru. Pifslusnou
formuli uvddime v nédsledujici lemmeé.

Lemma 2. Jestlize f € F spliiuje podminku (21), pak pro v§echna ¢ > 0 plati
1
1= [ =01
t

Dikaz. Necht f € K. Podle Taylorovy véty se zbytkem v integrdlnim tvaru (viz napft.
Fichtengolc [8], str. 147), pro vsechna ¢ > 0 plati

ﬂwzﬂn+faﬂww>3[u—@ﬂwMa

Tudiz zbyvd vyuzit predpoklady f(1) = f'(1) = 0. O

Lemma 3. Jestlize f € F splituje podminku (21), pak pro vSechna 0 < ¢; < t5 <1
plati f(t1) > f(t2).

Dikaz. Z Lemmy 2 vidime, ze pro kazdé 0 < t < 1 existuje nezdpornd funkce ¢,(s), pro
kterou

ﬂﬂ=£¢mn%@®.

Navic, pii pevnych 0 < t; < t; < 1 je funkce ¢, (s) — ¢,,(s) nezdpornd pro vsechna
0 < s < 1 a kladnd v okoli s = 1. Protoze f”(s) je podle predpokladu nezdporna pro
vSechna 0 < s < oo a kladnd v okolf s = 1, rozdil f(t;) — f(t2) musi byt kladny. Tato

monotonie se rozsit{ z oblasti 0 < t; < t3 < 1 do oblasti 0 < t; < t5 < 1 pifmo z definice
f(0) v (17). O

7Z nasich t¥f jednoduchych lemm snadno vyplyne prvnf velmi zédvazny vysledek ohledné
f-divergenci a sice véta o oboru hodnot. Poznamenejme, ze pod singularitou P1(Q) ro-
zumime situaci, kdy distribuce P a @) maji v o-algebfe S vzdjemné disjunktni nosice.
Singularita je tudiz nejvyssi moznou formou nepodobnosti distribuci P a Q.

Véta 2. Kazdd f-divergence splinuje nerovnost

0< Dy(P,Q) < f(0)+ f(0). (22)

Leva rovnost nastava pravé kdyz P = (@), zatimco pravd nastdava kdyz PL1@Q). Je-li oviem
horni mez f(0) 4+ f*(0) konecnd, pak pravd rovnost nastavd prave kdyz P1Q.

Ditkaz. Z disjunktniho rozkladu {¢ > 0} = {¢ > p} + {p > ¢ > 0} + {p = ¢ > 0}, ze (20)
a z podminky f(1) = 0 ziskdme formuli

Df(P7Q):Of(PﬂQ)+Cf*(Q>P)> (23)
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kde
Ci(P,Q) = f(23> Q.
f( ) /{q>p} q

Navic podle Lemmy 1 mizeme piedpokladat f'(1) = 0 (pficemz podle definice konju-
gované funkce f* € F toto jiz implikuje podobnou rovnost také pro f*). Tudiz podle
Lemmy 3 v oblasti {¢ > p} € S plati

1027 (%) > -o

kde rovnost nastane pravé kdyz p = 0. Integraci téchto nerovnosti v oblasti {g > p}
dostaneme

F0)Q{q > p}) = C¢(P,Q) =0,

pricemz prava rovnost plati pravé kdyz ¢ < p @-s.j., coz je ekvivalentni P = (). Leva
rovnost plati, kdyz p > g P-s.]j., pficemz pro konecnd f(0) lze “kdyz” zameénit za “prave
kdyz”. Podobné

[0 P({p < q}) =2 Cp(Q, P) = 0,

kde pravd rovnost je ekvivalentni rovnosti P = () a leva plyne z podminky g > p @-s.].
resp. je s touto podminkou ekvivalentni. Pozadovany vysledek tedy dostdvdme z formule
(23) a z toho, ze

p=qP-sjq=pQ-s.j

je ekvivalentni podmince
q=0 P-s.jp=0 @Q-s.j.,

kterou zkracené zapisujeme jako P1(Q).

Jako prvni piiklad uvedeme divergenci definovanou pro specidlni diskrétni distribuce
jiz difve ve formuli (1). Uvazujme funkci f(t) = —Int ze tfidy F s limitou f(0) = co v
t = 0. Konjugovana funkce je f*(t) = tlnt s limitou f*(0) = 0. Pislusnd divergence je
tedy podle (20) ddna predpisem

D(P,Q) = /{ . 1o dp+ 0cQ(p = 0 (24)

s konvencemi 0In0 = 0 a co - 0 = 0. Tudiz coQ(p = 0) je 0 pokud Q(p = 0) = 0,
coz nastane pravé kdyz () < P (absolutni spojitost vzhledem k P). Toho jsme vyuzili
v diskrétnim modelu uvazovaném v (1). Tam totiz v8echny soufadnice P byly kladné, v
kterémzto piipadé Q < P plati pro libovolné diskrétni Q = (g1, ..., qx ). Je zfejmé, ze pak
integrél z (24) prejde pfi libovolném p > { P, Q}, napiiklad pii p = P, do tvaru sumy (1),
pokud v nf také respektujeme konvenci 0In 0 = 0. Z Véty 2 pro divergenci (24) dostaneme
obor hodnot

0 < D(PQ) <. (25)

Zde rovnost nule nastane pravé kdyz P = () a rovnost nekonec¢nu pii singularite P_1(Q).
Rovnost nekone¢nu ovem muze nastat i jindy, dokonce i pii absolutni spojitosti @) < P,
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kdy coQ(p = 0) = 0. Pro tento tucel staci uvazovat na intervalu X = (1,00) vzdjemné
absolutné spojité pravdépodobnostni hustoty

plx) =e™" qr)=— (26)

pro které plati D(P, Q) = oco. Pritom obracend divergence D(Q), P) je koneéns.

Nyni se budeme vénovat f-divergenci pro funkci f(t) = tInt ze tiidy F, kterd ma
vyjimeény vyznam v matematické statistice i teorii informace. V literatufe se oznacuje i
nazyva riznym zpusobem. My ji budeme v dalsim oznacovat symbolem D(P||Q) a nazyvat
informacni divergence. Protoze konjugovand funkce je zde f*(t) = —1Int, z Véty 1 vyplyva
rovnost

D(P||Q) = D(@Q, P),
kde D(P, Q) je divergence (24). Tudiz podle (24)

DPIQ) = [yl cpio=0) 27)
{g>0} q

pii konvencich 0In0=0 a oo - 0 = 0. Déle, v8echny vlastnosti D(P, Q) uvedené vyse

automaticky plati i pro informacni divergenci D(Q||P). Tak napiiklad nerovnost (25) a

podminky P = @) resp. P1Q pro ptislusné rovnosti jsou symetrické v P, () a plati tedy i

pro D(P||@). Naproti tomu ale obdrzime D(P||Q) < oo resp. D(Q||P) = oo pro konkrétni

distribuce P, @ na intervalu X = (1, 00) urcené Lebesguovskymi hustotami (26).

Vyjimecnost informaéni divergence vyplyva z jeji aditivnosti

D (@?:11%

el Qi) = 3 D(PIQ). (28)

kde ® je symbol pro kartézsky soucin. M4 se totiz za to, ze aditivnost informace ziskand
ze statistickych pozorovani je charakteristickd vlastnost nezavislosti téchto pozorovani.
Pfitom ze zndmého logaritmického feseni Cauchyovy funkciondlni rovnice

¢(pq) = ¢(p) + ¢(qg) pro p,q¢>0

1ze vyvodit, ze (27) je jedind f-divergence aditivni ve smyslu (28). Chépeme-li tedy diver-
genci D¢(P, () jako miru informace o Fy € {P, Q} obsazené v pozorovani X s vybérovym
prostorem (X, S, Fy), pak D(P||Q) je jedina takova mira, kterd kumulaci informace z ne-
zavislych pozorovani povazuje za aditivni proces.

Navic, informac¢ni divergence intimné souvisf se zdkladnim pojmem teorie informace a
to se Shannonovou informaci 7(X; YY) ve stochastickém vystupu Y nékterého pozorovaciho
nebo komunika¢niho kandlu o jeho stochastickém vstupu X. Necht (X,Y) je dvojice
ndhodnych veli¢in s vybérovym pravdépodobnostnim prostorem (¥ ® Y, S® 7T, Pxy) a
necht’ Px resp. Py budou piislusné margindlni distribuce na vstupnim resp. vystupnim
méfitelném prostoru (X, S) resp. (X, 7). Stochastickd kanalové transformace X — Y vs-
tupu na vystup je utajena v simultdnnim rozdéleni Pxy. Kdyby se kandlem nepfenésela
zadnd informace, pak by vstup X a vystup Y byly stochasticky nezavislé ndhodné veliciny,

13



tj. platilo by Pxy = Px ® Py. Shannon definoval informaci I(X;Y") jako pokles entropie
zpravy X v dusledku pozorovani Y, coz je ovSsem ekvivalentni vztahu

I(X,Y) :D(PX,yHPX(@Py).

Z néj je ziejmé, ze Shannonova informace I(X;Y’) neni nic jiného nez statistickd mira
asociace ndhodnych veli¢in X a Y. Misto informacni divergence by bylo mozné k podob-
nému ucelu pouzit libovolnou f-divergenci Ds(Pxy, Px ® Py), ale opét by se vytratila
dilezita aditivnost. O f-divergen¢nich mirdch statistické asociace jako prvnf systematicky
pojednala Zvérova [33].

Zminime se pro uUplnost jesté o dvou statisticky vyznamnych piikladech f-divergenci.
Prvnf z nich je Pearsonova divergence x*(P, Q) definovana funkei f(t) = (t —1)? s konju-
govanou f*(t) = (t — 1)?/t, kde f*(0) = oo. Podle (20) tedy

(P.Q) = /{ . @ dji+ 00P(q = 0) (29)

s konvenci 0o - 0 = 0. Podobné jako u divergenci D(P, Q) a D(P||Q), zde tedy x*(P,Q) =
oo kdyz neplati P < @), ale nekone¢nd Pearsonova divergence je mozné i pii P < @), kdy
P(q = 0) = 0. K ditkazu sta¢i prehodit distribuce s hustotami (26). Na podobném prin-
cipu lze zkonstruovat i piiklad s diskrétnim pozorovacim prostorem X = {1,2,...}. Pii
koneéném X oviem z absolutni spojitosti P < @ plyne konec¢nost divergence x2(P, Q).
Poznamenejme, Ze f-divergence pifslugnd funkci f(t) = (t — 1)?/t, tj. obrdcend Pearson-
ova divergence, se nékdy nazyvd Neymanova divergence. Pro tuto divergenci nebudeme
zavadét specidlni symbol.

Poslednim pitkladem bude Hellingerova divergence H?(P, Q) definovand funkci f(t) =
(1— \/52) z F. Tato funkce je samokonjugovand, tj. f*(t) = f(t). S tim souvisi, ze

H(P.Q) = [ (V5 Vi) du (30)

je symetrickd v P, Q). Protoze f(0) = f*(0) = 1, z Véty 2 dostaneme pro tuto divergenci
obor hodnot
0< H*P,Q) <2, (31)

kde leva rovnost plati prave kdyz P = @) a pravd praveé kdyz P_1LQ. Lze snadno nahlédnout,
ze odmocnina H (P, () je metrika v prostoru pravdépodobnostnich distribuci P, @) na
kterémkoliv méfitelném prostoru (X, S).

V nésledujici sekci ukdzeme, ze vSechny f-divergence spliuji podminky (6), (7). Ty,
které maji f ryze konvexni viude na (0, 00), spliuji také (8). N&s dikaz bude zcela novy,
zalozeny na vysledku, ktery prokazuje vzdjemnou piibuznost a spolecnou jednoduchou
reprezentovatelnost vSech téchto zdanlivé rtiznorodych divergen¢nich mér. Jak uvidime,
jde vlastné jen o rtznym zptsobem prumeérované informace ve statistickém experimentu
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(X,S, R), kde Py je z rodiny P = {P,Q}.
4 Statistickd informace a f-divergence

Mejme systém, ktery miize byt v hypotetickém stavu H s pravdépodobnosti 7 € (0,1) a
alternativnim stavu A s komplementarni pravdépodobnosti 1 — 7. Mdme-li rozhodnout o
stavu bez jakékoliv dalsi informace, pak Bayesovu apriorni pravdépodobnost chyby

BW:ﬂ'/\(l—ﬂ')émin{ﬂ',l—ﬂ'}

dosédhneme, kdyz se rozhodneme pro stav, ktery je a priori pravdépodobnéjsi.

Situace se zkomplikuje, kdyz vedle apriornich pravdépodobnosti 7, 1 — m budeme
mit k dispozici také aposteriorni informaci a sice pozorovdni X s vybérovym prostorem
(X,S, Ry), kde Py € {P,Q}, pticemz Py = P kdyz systém je ve stavu H a Py = @, kdyz je
ve stavu A. Rozhodovani o stavu miizeme predstavit jako métitelnou funkei ¢ : X — [0, 1],
kde ¢(X) je pravdépodobnost, ze zamitneme H. Jsou-li p, ¢ hustoty piislusné distribucim
P, @ jak byly uvazovény v (18)—(20), pak integrél

/(Wpso + (1 =m)q(l—¢))du
predstavuje pravdépodobnost chyby piislusnou rozhodovaci funkci ¢ a
Bu(PQ) =inf [lapp + (1= ) a(1— )] du 32)

je Bayesova aposteriorni pravdépodobnost chyby. Tato pravdépodobnost se dosdhne napiik-
lad pii Bayesové rozhodovaci funkci

pp(r) = I(mp(z) < (1—m)q(x)) (33)
pro kterou z (32) dostaneme formuli
B(P,Q) = /ﬂpA(l—W)qdu- (34)
Specidlné tedy pro v8echna s > 0 plat{
/p/\qsdu:(1+s)Bl+15(P,Q). (35)
Apriorni Bayesova pravdépodobnost spliiuje podminku

B, = / mpoa+ (1— ) g1 — )] dp

pro
palz)=1(r <1—m).
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Porovnénim s (32) zjistime, ze Bayesovy pravdépodobnosti splituji nerovnost B, > B, (P, Q).
Rozdil
I7r<P7 Q) = B7r - Bﬂ'(P7 Q) (36)

bude tim veétsi, ¢im vice informace relevantni pro dany problém (tj. pro rozhodnuti mezi
stavy systému H : By = P a A : By = () obsahuje veli¢cina X. De Groot [6, 7] nazval
velicinu Z, (P, Q) statistickou informaci v pozorovani X.

Ukdzeme, ze kazdd f-divergence D;(P, Q) je ve skutecnosti vazend informace Z. (P, Q)),

kde vdha wy(m) > 0 je distribuovand na pravdépodobnostech m € (0,1) a zdvisi na f € F.
Za timto tcelem se ndm hodi dvé jednoduché lemmy.

Lemma 4. Pro libovolné konstanty p > 0, ¢ > 0 a funkci ¢ : (0,00) — [0,00) inte-
grovatelnou na kone¢nych intervalech plat{

P/q 1 o
/1 (p—qs>¢<s>ds=/O<qs—pAqs>¢<s>ds+/0 (b~ pAgs)ols) ds.

Dakaz. Je-li p/q > 1, pak

DA gs = gs pro 0<s<p/q
pro s> p/q

a lemma tudiz plati. Je-li p/q < 1 pak

pAgs = gs pro 0<s<p/q
pro s> p/q

a lemma opét plati. O

Lemma 5. Pro f € F plati
Fo)= [ s
0
Dikaz. Podle definice a Lemmy 2

£7(0) = lim ) = lim /ltt_TSf”(s) ds.

t—oo ¢ t—o0

Tvrzeni plyne tedy z véty o monotonni konvergenci integrala. U

Véta 3. Kazda f-divergence je vdzena statistickd informace v tom smyslu, ze pro libo-
volné distribuce P, () plati

Dy(P.Q) = / 7,(P,Q) wy(r) dn,
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kde
we(m) = f" (1_—7T> A pro m € (0,1).

T 3

Diikaz. Podle (20), Lemmy 4 a (35), rozdil D¢(P, Q) — f*(0) P(q = 0) lze vyjadrit jako

nésledujici integraly

/{ o) [ /1 p/q(p —qs) f"(s) d8] dp
- [ s pras P dst [T o-pnas) 6]
_ /01 [s— (145 B:(P.Q)] 1(5) ds+/1°° [Pl >0)~ (14 5) B (P.Q) f'(s) ds.
Dsle podle Lemmy 5
FOPa=0+ [ [Pa>0 -0+ B (PQ] £()ds
- [ -as9E Q)] reos

Tudiz podle (36)

! 1 5 "
DAP.Q) = [(ars) | A - B (RO s

- [ 0497, RQ) s
0 1+s
Nyni zbyvé ptejit k substituci I—Jlrs — T, U

Pro piiklady f-divergenci uvedené na konci ptedchozi sekce dostaneme z Véty 3 tyto
reprezentace

o) = [ T an (37)
era - [ E5%an (39)
wr. = | %dm (39)

Pro obrécenou informaéni divergenci D(P, Q) = D(Q||P) a obrécenou Pearsonovu diver-
genci dostaneme po dosazen{ piislusnych funkei f do formule pro w¢(m) ve Véte 3

P = [ =2

o - [EED,,
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Tyto vysledky dostaneme téz z (37), (38) pokud vyuzijeme ziejmou rovnost Z,(Q, P) =
7, (P, Q) a nasadime substituci 1 — 7 — . Ze v8ech téchto piikladi je patrné, ze rizné
f-divergence se vzajemneé lisf jen v dirazu, ktery se klade na riizné apriorni pravdépodob-
nosti m € (0, 1) ve statistickém rozhodovani problému, ktery s divergenci distribuci P, @
spojujeme.

Hlavnim vysledkem této sekce a celé préace je nasledujici véta, kterd se vyjadiuje k pod-
minkdm (6) — (8). Protoze podminky (7) a (8) se tykaji postacujicich statistik 7" : (X, S)
(Y, T), piipomenme klasickou tzv. faktorizaéni podminku postacitelnosti. Podle ni je
méfitelné zobrazeni T : X +— ) postacujici pro dvojici pravdépodobnostnich distribuct
{P,Q} na (X,S) s hustotami p = dP/du, ¢ = dQ/du, kdyz existuji méfitelnd zobrazeni
a,3:Y —[0,00) ah:X—[0,00) spl

ujici p-s.j. na X podminku
p(x) = a(Tz) h(z), q(z) = B(Tz)h(z).
Je zndamo, ze toto nastane pravé kdyz hustota

dP P
AP+Q) prq wte=0 (40)

bude méfitelnd vzhledem k pod-o-algebie S C S generované pod-o-algebrou T TcSa
p-nulovymi mnozinami z S. K tomu je nutnd a postacujici S-méfitelnost mnoziny {7p <
(1 —7)q} pro kazdé 7 € (0,1).

Véta 4. Vgechny f-divergence D(P, Q) spliuji podminky (6) a (7). Je-li navic druhd
derivace f” kladnd vsude na (0,00), tj. je-li f na tomto intervalu ryze konvexni, pak
f-divergence spliiuje také (8).

Dikaz. (I) Napfed dokdzeme, ze vSechny f-divergence splitujf (6) a (7). Distribuce P=
PT71, Q = QT! jsou dominovany na (Y, 7) o-kone¢nou mirou ji = uT 1. Polozme
_dP . dQ
p - d/»:ll 9 q - d[b .

Podle definice Radon—Nikodymovy hustoty, pro kazdé B € 7 plati

P(B) = /B B(y) di(y) = / B(Tz) du(x)

T-1(B)

PB) = [ ple)duta).
T-1B
Déle podle definice P plati P(B) = P(T~'B), takze

p(Tz) =p(x) p-s.j.na X. (41)
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Nynf podle (32) pro méfitelné funkce @ : Y +— [0, 1] plati

B,(P,0) = it /y (75 + (1— ) (1 — )] dpT!

7

— inf /X TH(T) B(T) + (1 — ) d(T) (1 — H(T))] du

@

— inf /X mp3(T) + (1= ) q(1 — $(T))] dp (viz (41))

7

> int [ [mpp+ (L= mal1 =) du = BL(P.Q)

©

Tudiz monotonie (6) pro D(P,Q) = D¢(P,(Q) plyne z véty 3. Déle z definice Bayesovy
rozhodovacf funkce (33), kterd vede na Bayesovu chybu (34) vidime, ze pti T' postacujicim
pro {P,Q} doséhneme pii kazdém 7 € (0, 1) rovnost B,(P,Q) = B.(P,Q) a tudiz také
rovnost

I.(P.Q) = Z.(P.Q).
Proto podminku (7) pro divergence D(P, Q) = D¢(P, Q) dostaneme rovnéz z véty 3.

(IT) Zustanme u oznaceni z predchozi ¢ésti dikazu, ale omezme se na f € F s druhymi

derivacemi f”(s) > 0 pro vsechna s € (0, 00). Pak ve Vété 3 mame wy () > 0 pro viechna

€ (0, 1). Tudiz podle jiz dokdzané monotonie z piedpokladu D f(lf’, Q)=D #(P,Q) plyne
pro skoro vSechna 7 € (0, 1) rovnost

Vzhledem ke spojitosti obou téchto funkef v proménné 7 € (0,1) mizeme upfesnit, ze
mnozina II; C (0,1) na které rovnost (42) neplati je nejvySe spocetnd. Uvazujme nyni
libovolné pevné 7 € (0,1) a Bayesovy rozhodovaci funkce ¢, @ : X + {0, 1}, pii kterych
se dosahuji B, (P, Q) a B.(P, Q). Neni-li 7 v nejvyse spocetné mnoziné

Iy = {m € (0,1) : u({mp = (1 — 7) ¢}) > 0},
pak nulovost rozdilu
B(P,Q) = Bx(P,Q) = / [p(Tz) — ()] [mp(x) — (1 — m) q(x)] dp(x)

mé za nasledek
n({e(T'z) # I(mp(x) < (1—m)q(x))}) = 0. (43)
1)

Tato netrividlni skutecnost plyne z toho, ze pii kazdém = € (0,1) plati p-s.j.

o(Tz) —p(x) =9(Tz) —1 <0 pokud mp(x) < (1 —7)q(z),
pii 7 ¢ I, navic

p(Tz) —p(x) = p(Tz) 20 pokud  mp(z) > (1 —m)q()

p({mp(z) = (1 = 7) q(x)}) = 0.
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Integrand v poslednim integralu je p-s.j. nezdporny a integral je nula prave kdyz u-s.].
na X
p(Tw) = I(mp(x) < (1 —m)q(x)).

Ze (43) jiz plyne S-méfitelnost podmnozin
A={mp(z) < (1 —-m)q(z)}, A°=X-A
mnoziny X. Vskutku, pro
A={p(Tx) =0} e T7'T adoplnek A°= {p(Tz) =1}

plati podle (43)

u(AmA) —i—u(ACﬂAC) =0
tj. také podminka

w(Aa) s (2 2) =0

pro S-méfitelnost mnoziny A¢ a tudiz i mnoziny A. Dokdzali jsme tedy, Ze rovnosti
Ds(P,Q) = Ds(P,Q) plyne S-méFitelnost mnoziny A pro kazdé = € (0,1) nepatiic
do nejvyse spocetné mnoziny II = II; U II;. To ovSem znamend, ze hustota (40) je S-
méritelnd, tj. ze pro uvazované f-divergence podminka (8) plati. O

5 Zobecnéni

Uvazujme sigmoidélni funkci

ey —1

ey +1

o(y) = , yeR

zndmou z teorie neuronovych siti (viz napf. [23]). Funkce

dn(y) = p(n(y—1)), n=>1

jsou rostouci na R a antisymetrické kolem y = 1, pficemz posloupnost funkcf ¢,, je rostouct
na polopiimce (1, 00) s konstantni limitou 1 a klesajici na polopiimce (—oo, 1) s konstantn{
limitou —1. Z toho plyne, ze funkce f,, definované vztahem

t
fult) = [ adn, ter
1
jsou konvexni a jejich posloupnost konverguje monoténné zdola k funkci
foy=1t-1, teR. (44)

Tato funkce je konvexnf na R, ale ryze konvexnf je jen v bodé ¢t = 1. Je dvakrét spojitée
diferencovatelnd na R s vyjimkou bodu ¢ = 1, kde nenf diferencovatelna viibec. Proto
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nepatii do tiidy F studované v piedchozich sekcich. Nicméné miizeme na ni aplikovat
zékladni definice prace. Z (16) zjistime, ze konjugovana funkee je

() = ft) =t -1,

z (17) vyplyne f(0) = f*(0) = 1 az (18) dostdvame f-divergenci totoznou s totdlni variaci
(15), tj.

Dy(P.Q) =V(P.Q) = [ - ald (45)
Protoze nezaporné hustoty p, ¢ splituji nerovnosti 0 < |p — ¢| < p + ¢, plati
0<V(PQ) <2 (46)

Nutnou a postacujici podminkou pro levou rovnost je zjevné p = q p-s.j., tj. P = ) zatim
co podobnou podminkou pro pravou rovnost je ¢ = 0 P-s.j. a p = 0 @-s.]., tj. PLQ.
Jinymi slovy, totdlni variace splituje vétu 2 presto, ze jde o f-divergenci pro f ¢ F.

Postacitelnost podminek P = @) resp. P_LQ pro rovnost V (P, Q) = Oresp. V (P, Q) = 2
dostaneme téz z monotonni konvergence

Vu(P,Q) 1 V(P.Q) pron — oo, (47)

kterou pro f,-divergence

Vu(P,Q) = Dy, (P,Q) = / qfn (g) du (48)

lze vyvodit z monotonn{ konvergence f,, T f dokdzané vyse. Funkce f, patii do F protoze
jsou dvakrat spojité diferencovatelné na R. Navic

£(0) = —/0 ou(y)dy 11 pron — oo,

protoze ¢,, | —1 na intervalu (—oo, 1). Podobné

1 t
£10)= Jim 7 [ 6,0y 11 pron — oo

se dé vyvodit z konvergence ¢,, T 1 na intervalu (1, 00). Pritom druhé derivace

o 2nenth

fo(t) = ¢, (t) = (@D 1 1)?

jsou kladné vsude na R. Tudiz Véta 2 zarucuje pro f,-divergence V,,(P, Q) obory hodnot
0 < Va(P,Q) < ful0) + £7(0) <2

s tim, ze V,,(P,Q) = 0 pravé kdyz P = Q a V,,(P,Q) = f.(0) + f*(0) prave kdyz P_LQ.

Z konvergence (47) je vidét, ze totalni variace splituje i vétu 4 pfesto, ze jde o f-
divergenci s f ¢ F. Skutecné, budiz T statistika uvazovand v (6)—(8). Podle véty 4 plati
pro vsechny f,-divergence

Vo(PT™1 QT < V,.(P,Q),
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kde rovnost nastane pravé kdyz T' je postacujici pro {P, Q}. Tudiz ze (47) je jasné, ze
totdlnf variace spliuje (6) a (7). Z rovnosti limit V(PT™', QT 1) = V(P,Q) vsak jeste
neplyne rovnost V,(PT~1, QT~') = V,,(P, Q) pro nékteré n > 1 a tudiz ani postacitelnost
T pro {P,Q}. K dolozeni toho, ze totalni variace skutecné nespliiuje (8) staci uvazovat
diskrétni distribuce
P=(1/2,1/2,0), Q=(0,1/2,1/2)

na X = {1,2,3} a statistiku 7 : X — Y = {1,2}, kde T(1) = 1, T(2) = T(3) = 2.
Tato statistika neni postacujici pro {P,Q}. Pritom indukuje na ) diskrétni distribuce
P =PI =(1/2,1/2) aQ = QT ' = (0,1) s totdlni variaci

2

V(P.Q) = S_150) — ()] = 5 + 5
stejnou jako
VP.Q) = 3 I —alil = 5+ 5

Jj=1

V piipravované préci Lieseho a Vajdy [19] je odvozené zobecnént klasického Taylorova
rozvoje (viz dikaz lemmy 2) na vSechny konvexni funkce f : (0,00) +— R. Pomoci to-
hoto zobecnéni je mozné Véty 2—4 a jejich dikazy rozsitit na f-divergence pro vsechny
konvexni funkce f : (0,00) — R standardizované do tvaru f(1) = 0, které jsou ryze kon-
vexn{ v bodé 1 (tj. které nejsou linedrni v zddném otevieném okoli tohoto bodu). Vétsina
takovych funkci nebude ziejmé ve tiidé F.

Prikladem miize byt funkce (44), pro kterou D¢(P, Q) je totdlni variace V (P, Q). Ze
zobecnénych verzi vét 2 a 4 vyplynou pro totdlni variaci automaticky obé tvrzeni doka-
zovand v této sekci piimo, resp. s vyuzitim f,-divergenci pro posloupnosti f, € F. Ze
zobecnéné verze véty 3 vyplyne rovnost

V(P,Q) = 4Z1)2(P,Q) = 4 [Bijs — B12(P, Q)] , (49)

kde By = 1/2 a By (P, Q) jsou Bayesovy pravdépodobnosti chyb pfi stejné pravdépo-
dobné hypotéze a alternativé. Tuto rovnost mizeme nezdvisle ovéfit integraci vztahu

lp—¢q| =p+q—2min{p,q}

mezi hustotami p = dP/dp a ¢ = dQ/du. Totdlni variace je tedy (az na jednotku)
statistickou informaci pii stejné pravdépodobné hypotéze a alternative.

Podékovani. Tato prace vznikla v letech 2005-2006 za podpory grantovych projekti
AV CR A1075403 a MSMT 1M0512.
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