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Abstract

En este trabajo se introduce un procedimiento basado en divergen-cias para el contraste de bondad de ajuste cuando las observaciones noson idénticamente distribuidas, se estudian sus propiedades asintóticas yse consideran sus versiones bootstrap. La metodología es aplicable a ladiagnosis de modelos lineales generalizados.
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1. Introducción
El problema de bondad de ajuste a una distribución en la recta real, H0 :
F = F0, se trata frecuentemente particionando el rango de los datos en inter-valos disjuntos y contrastando la hipótesis H0 : p = p0 en una distribuciónmultinomial.
Sean Y1, . . . , Yn variables aleatorias i.i.d. con función de distribución F . Sea
E1, . . . , Em una partición deR = (−∞,∞) enm intervalos. Sea p = (p1, . . . , pm)y p0 = (p01, . . . , p0m) los vectores de probabilidades verdaderas e hipotéticasde los intervalos Ek; es decir,

p0k =
∫
Ek

dF0, pk =
∫
Ek

dF, k = 1, . . . ,m.

De�nimos los conteos observados
Nk =

n∑
j=1

1(Yj∈Ek) = #(1 ≤ j ≤ n : Yj ∈ Ek), k = 1, . . . ,m,
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y las probabilidades estimadas de las celdas p̂ = (p̂1, . . . , p̂m) con p̂k = Nk/n,
k = 1, . . . ,m. Para contrastar H0 : p = p0 se usa habitualmente el estadístico
χ2 de Pearson

χ2
P (p̂,p0) = n

m∑
k=1

(p̂k − p0k)2

p0k
, (138)

que es un caso particular de la familia de divergencias introducidas por Cressiey Read [1]
T rn(p̂,p0) =

2n
r(r + 1)

m∑
k=1

p̂k

[(
p̂k
p0k

)r
− 1
]
, −∞ < r <∞. (139)

Los estadísticos T 0
n(p̂,p0) y T−1

n (p̂,p0) se de�nen por continuidad. Algunosestadísticos conocidos se obtienen especi�cando valores de r en (139). Algunosejemplos son r = 1 para el test de Pearson, r = 0 para el test de la razón deverosimilitudes, r = −1/2 para el test de Freeman-Tukey, r = −2 para el testmodi�cado de Neyman y r = 2/3 para el test de Cressie-Read.
Se veri�ca además que T rn(p̂,p0) es un caso particular del estadístico φ-divergencia

Tφn (p̂,p0) =
2n
φ′′(1)

Dφ(p̂,p0) =
2n
φ′′(1)

m∑
k=1

p0kφ

(
p̂k
p0k

)
, (140)

donde Dφ(·, ·) denota la φ-divergencia entre dos distribuciones de probabilidadintroducida por Csiszár [2] y Ali y Silvey [3] para cualquier φ del conjunto Φ defunciones reales, convexas, de�nidas en [0,∞), continuamente diferenciables enun entorno de 1 y veri�cando φ(1) = φ′(1) = 0, φ′′(1) > 0. En la fórmula (140)si p0k o p0k y p̂k son cero, las expresiones 0φ(x/0) y 0φ(0/0) se de�nen como
x · ĺımu→∞ φ(u)/u y 0 respectivamente. Las propiedades de las φ-divergenciashan sido estudiadas por Liese y Vajda [4] y Vajda [5]. Zografos y otros [6]
demostraron que Tφn (p̂,p0)

L−→ χ2
m−1 cuando n→∞ bajo H0 : p = p0, donde

L−→ denota convergencia en ley.
Con frecuencia interesa contrastar la hipótesis compuesta de que una funciónde distribución F pertenece a una cierta familia paramétrica {Fθ}θ∈Θ, donde
Θ ⊂ Rd es un subconjunto abierto. En tales casos, las probabilidades de lasceldas dependen de un parámetro desconocido θ; es decir,

pk(θ) =
∫
Ek

dFθ, k = 1, . . . ,m,

de modo que pueden ser estimadas usando el estimador de mínima φ-divergencia
θ̂φ = arg infθ∈ΘDφ(p̂,p(θ)),
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el cual contiene como caso particular al estimador de máxima verosimilitud(EMV) basado en los datos categorizados. Morales y otros [7] demostraron quesi se veri�can las condiciones de regularidad de Birch [8], entonces
Tφ1
n (p̂,p(θ̂φ2))

L−→ χ2
m−d−1, cuando n→∞,

bajo H0 : F = Fθ para cualesquiera φ1, φ2 ∈ Φ. Sin embargo, si el EMV θ̂ estábasado en los datos originales, entonces la distribución asintótica de Tφn (p̂,p(θ̂))bajo H0 : F = Fθ es una combinación lineal de variables χ2
1 independientes.Este resultado fue originalmente demostrado por Cherno� y Lehmann [9] yposteriormente extendido a cualquier φ ∈ Φ por Morales y otros [7].

Si las variables originales son independientes con distribuciones F1, . . . , Fn, de-pendientes de un parámetro desconocido θ ∈ Θ ⊂ Rd abierto, la hipótesis deinterés es
H0 : Y1 ∼ F1, . . . , Yn ∼ Fn. (141)

De�nimos pk(θ) = Eθ[Nk]/n, con Eθ[Nk] =
∑n
j=1 Pθ(Yj ∈ Ek). Jiang [9] pro-puso contrastar H0 con

χ2
J(p̂,p(θ̂)) = n

m∑
k=1

(p̂k − pk(θ̂))2, (142)

donde θ̂ es un estimador consistente de θ, y dio condiciones de regularidad bajolas cuales la distribución asintótica de χ2
J(p̂,p(θ̂)) es una combinación lineal devariables χ2

1 independientes.
El objetivo de este trabajo es extender el resultado de Jiang a la clase deestadísticos Tφn (p̂,p(θ̂)) e introducir sus versiones bootstrap. En la sección 2 se
deduce la distribución asintótica de Tφn (p̂,p(θ̂)) y en la sección 3 se introducenlos tests bootstrap asociados.
2. Distribución asintótica del estadístico T φ

n

En esta sección se obtiene la distribución asintótica del estadístico
Tφn = Tφn (p̂,p(θ̂)) =

2n
φ′′(1)

m∑
k=1

pk(θ̂)φ

(
p̂k

pk(θ̂)

)
(143)

para la clase de funciones φ ∈ Φ bajo la hipótesis nula (141). Ello permiteconstruir un test de bondad de ajuste para el caso de observaciones indepen-dientes pero no idénticamente distribuidas. El articulo de Jiang [9] dando la
distribución asintótica de χ2

J(p̂,p(θ̂)) es esencial. Comenzaremos introduciendoalgo de notación y las condiciones de regularidad dadas por Jiang.
Se sabe que la elección de θ̂ tiene un gran impacto en la distribución asintóticade Tφn . En este artículo se supone que θ̂ es un estimador consistente de θ que
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admite la forma asintótica
√
n(θ̂ − θ) = An

 1√
n

n∑
j=1

ψj(Yj , θ)

+ oP (1). (144)

Por ejemplo, bajo condiciones de regularidad, el EMV de θ tiene la forma (144),donde ψj es la función de puntuaciones correspondiente a la observación j y
An es igual a n veces la matriz de información de Fisher (la matriz basada entodos los datos).
Sea ξn = (ξnk)1≤k≤m, donde ξnk = Nk − Eθ̂Nk; pj(θ) = (pjk(θ))1≤k≤m y
pjk(θ) = Pθ(Yj ∈ Ek). De�nimos

hnj = (1(Yj∈Ek) − pjk(θ))1≤k≤m −

 1
n

n∑
j=1

∂

∂θ
pj(θ)

Anψj(Yj , θ)

y Σn = Σn(θ) = n−1
∑n
j=1 Var(hnj). Sea Tn una matriz ortogonal tal que

T tnΣnTn = Dn = diag(λn1, . . . , λnm),

donde λn1 ≥ . . . ≥ λnm son los autovalores de Σn.
Se admiten las siguientes hipótesis:
(i) Y1, . . . , Yn son independientes,
(ii) Σn −→ Σ cuando n→∞,
(iii) Se veri�ca (144) con Eψj(Yj , θ) = 0, 1 ≤ j ≤ n,
(iv) Se veri�ca que

1
n

máx
1≤j≤n

E|Anψj(Yj , θ)|4 −→ 0, máx
1≤j≤n

∣∣∣∣ ∂∂θ pj(θ)
∣∣∣∣ = O(1),

y existe un δ > 0 tal que
1
n

n∑
j=1

sup
|θ̃−θ|≤δ

∥∥∥∥ ∂2

∂θ2
pjk(θ̃)

∥∥∥∥ = O(1), 1 ≤ k ≤ m.

Bajo las hipótesis (i)-(iv) Jiang demostró que la distribución asintótica de χ2
J esla misma que la de ∑m

k=1 λkZ
2
k donde Z1, . . . , Zm son variables i.i.d. N(0, 1) y

λ1, . . . , λm son los autovalores de Σ. En primer lugar presentamos el resultado
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equivalente para el estadístico de Pearson χ2
P (p̂,p(θ̂)) de�nido en (138). Paraalcanzar este objetivo se necesita la hipótesis adicional

p(θ) =
1
n

n∑
j=1

pj(θ) −→ q, donde qk > 0 para todo k ∈ {1, . . . ,m}, (145)
cuando n→∞. Los resultados de esta sección se presentan en el Lema 1 y enel Teorema 1.
Lema 1. Si se veri�can las hipótesis (i)-(iv) y (145) entonces el estadístico

T 1
n = χ2

P (p̂,p(θ̂))

tiene, bajo la hipótesis nula (141), la misma distribución asintótica que∑m
k=1(λk/

qk)Z2
k , donde Z1, . . . , Zm son variables i.i.d. N(0, 1) y λ1 ≥ . . . ≥ λm son losautovalores de Σ.

Teorema 1. Si se veri�ca (i)-(iv) y (145) entonces para cualquier φ ∈ Φ elestadístico
Tφn = Tφn (p̂,p(θ̂))

de�nido en (143) tiene, bajo la hipótesis nula (141), la misma distribuciónasintótica que∑m
k=1(λk/qk)Z

2
k , donde Z1, . . . , Zm son variables i.i.d. N(0, 1) y

λ1 ≥ . . . ≥ λm son los autovalores de Σ.
Obsérvese que para usar la clase de estadísticos de contraste Tφn hay que reem-plazar los autovalores λ1, . . . , λm y el vector de probabilidades q = (q1, . . . , qm)por sus respectivos estimadores. Bajo las hipótesis del Lema 1, se comprue-ba que p(θ̂) = (1/n)

∑n
j=1 pj(θ̂) es un estimador consistente del vector q. Si

denotamos a los autovalores de Σ̂n = Σn(θ̂) mediante λ̂n1, . . . , λ̂nm entonces,aplicando el teorema de perturbación de Weyl (véase Bhatia [11]), se obtiene
que |λ̂nk−λnk| ≤ ‖Σn(θ̂)−Σn(θ)‖ tiende a cero cuando n→∞ al ser θ̂ consis-tente. Aplicando el mismo teorema se obtiene que λnk → λk y en consecuencia
λ̂nk es un estimador consistente de λk, k = 1, . . . ,m. Así pues, se puede propo-ner el siguiente procedimiento de contraste: Rechazar H0 si Tφn excede el valor
crítico de ∑m

k=1(λ̂nk/pk(θ̂))Z
2
k .

Como el cálculo de los cuantiles de la distribución de ∑m
k=1(λ̂nk/pk(θ̂))Z

2
k noestá implementado en los paquetes de estadística, Rao y Scott [2] sugirieron

considerar la distribución aproximada δχ2
m, donde δ = 1

m

∑m
k=1(λ̂nk/pk(θ̂)) =

1
m traza(diag(p−1

1 (θ̂), . . . , p−1
m (θ̂))Σn(θ̂)).

3. Tests bootstrap de bondad de ajuste
La aplicación del estadístico de Jiang y de Tφn , de�nidos en (142) y (143) respec-tivamente, para contrastar la hipótesis (141) requiere el uso de sus distribucio-
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nes asintóticas. Los estadísticos aplicados encontrarán las siguientes di�cultadesal aplicar este enfoque.
a. En casos no triviales, la deducción de Σn no es directa y el cálculo nu-mérico es necesario.
b. Σn se estima con Σ̂n = Σn(θ̂) y Σn(θ̂) se supone próxima a Σn(θ). Enconsecuencia el tamaño muestral debería ser su�cientemente grande paraaproximar el tamaño del test.

Los tests bootstrap evitan las di�cultades mencionadas ya que solamente re-quieren el cálculo del estadístico en muestras bootstrap independientes. De esaforma se aproxima su distribución bajo H0.
Sean las variables aleatorias Y1, . . . , Yn y las funciones de distribución F1θ, . . . , Fnθdependientes de un parámetro común θ ∈ Θ ⊂ Rd abierto. La hipótesis (141)de interés es

H0 : Y1 ∼ F1θ, . . . , Yn ∼ Fnθ independientes, θ ∈ Θ.

Sea Tn = Tn(Y1, . . . , Yn) un estadístico para este problema y supongamos que serechaza H0 si Tn > cn para un valor crítico cn > 0. Sea FTnθ(x) = Pnθ (Tn ≤ x)la distribución de Tn bajo H0, donde Pnθ es la probabilidad correspondiente a
la distribución conjunta ∏n

j=1 Fjθ. Supongamos que se tiene un estimador θ̂ de
θ tal que θ̂ es consistente bajo H0 en el sentido de que

Pnθ

(
‖θ̂ − θ‖ > ε

)
−→ 0, para todo ε > 0,

cuando n→∞. Suponiendo que FTnθ es continua, un estimador bootstrap de
cn es

ĉn = F−1

Tnθ̂
(1− α),

donde α ∈ (0, 1) es el tamaño del test. El cálculo de ĉn puede hacerse porsimulación Monte Carlo de la siguiente forma. Generar B muestras bootstrapindependientes {Y ∗1b, . . . , Y ∗nb} de la distribución conjunta ∏n
j=1 Fjθ̂. Entonces

ĉn se puede aproximar por el estadístico de orden {[(1−α)B]+1} en el conjuntode valores {Tn(Y ∗1b, . . . , Y ∗nb) : b = 1, . . . , B}.
Alternativamente el p-valor bootstrap estimado puede usarse para decidir si H0se rechaza o no. Sean Y1 = y1, . . . , Yn = yn los valores observados. El p-valorde un test con región de rechazo de la forma Tn > c es

pn = Pnθ (Tn(Y1, . . . , Yn) > Tn(y1, . . . , yn)),

y se rechaza la hipótesis nula si pn < α. Un estimador bootstrap de pn es
p̂n = P∗(Tn(Y ∗1 , . . . , Y

∗
n ) > Tn(y1, . . . , yn)),
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donde Y ∗1 ∼ F1θ̂, . . . , Y
∗
n ∼ Fnθ̂ son los datos bootstrap independientes. Elcálculo de p̂n puede hacerse por simulación Monte Carlo de la siguiente forma.Generar B muestras bootstrap independientes {Y ∗1b, . . . , Y ∗nb} de la distribuciónconjunta ∏n

j=1 Fjθ̂. Entonces p̂n se aproxima mediante
p̂n =

# (Tn(y∗1 , . . . , y
∗
n) > Tn(y1, . . . , yn))
B

.

Este enfoque se puede usar para calcular el p-valor
pn = P

(
m∑
k=1

(λ̂nk/pk(θ̂))Z2
k > t

)

cuando Tφn = t ha sido observado.
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